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"' �	
-��� ���-�� �
��
� ��
 ������� ������� $�� 	���. ���� ���%�
 
"���������
" ���

 	��#��. *�� 	�	��� �
 ������ � �����
�
� �����  
�������, ��  � ��
�����
 ����
�%. +� ����%#
�, ��-������, ���� 	���
-
�� (�, ��#
� ����,  �����
) ����� �� ��		
���, ����� �� ��	���
�
, ����� 
�� ��
�!�����  ��
���������% ��!����
���
	�� ������ ������%� �
�-
��� ���� – �� ����� ��� ��% ���, ������ � �����	�  ���������	�, ��� 
��		�#����, 	���� 	���, ��
����
���� ������	�, 	�������� �����
 ��� � 
�
�, ��� ��	�!��� 

. *� ������� ����	��� �	�
��  ����
�
� ���	���. 
/ ���
���� 	�
�
, �� ���
������ �����
	���. 0
� ���
��� �	
 $��? ' 	��� 
�? … 1�
������� ����
�
 ��#�� ��� �� �����
����, "��	����" �������, � 
�
 �� "����" �������…" (	.
. ��������). 

 

"/ ����
 ������� ������ ��% �����% ������ ����	� �
�
�
 !
��
�-
��
	�� �����. 2�� ���#�� ���� ��	��%�
 �����, ��
����
, ����� ��
�� 
	�� ������� �
�
�
, ����	��� ��	���
�
. '��
�
	��, ��� �
��� $�� ���%�
 
�	��
��
� ���

 �
	����	��
. �������	% �	������ � ����
 �
�
�
 �����. 
���
	���
� 	������� ��!�%�, ���
�%��� !
��
��� �� �
�
�% �����, ��� ��� 
�������� ��
��
��. 3�
�����!���, ��� ��#�� ����� �
���� � ��, �
 ����
% 
������. '� 	����%	� ���
!��� ������ ��
����, ����� ��% �� !�����
 
�
�
�% �����, ������  ������� ��% ����!� �
�
�%, ��	������ #
 ��
���
, 
��� ����� ��% �	��% 	���
�� �� �������
 �
��" (�� ������� 	
���� 
�
�����  ���  	.�. ��������� "����
��
 �������� ��� ���
�
���", 1903 ��). 

"3����
��% ��
�	����%
� 	���� ��������� ���
�� ����, ����� ������� 
��#�� �
	���
��� 	��
��
�	�������	%. *�� ��
� �����
 �����#��	� ��% 
�����% �����
	��!�, ��
��
��������!�. *	���% ���� $�
�
������� !
��
�� 
�� �����
�� � 	
��
���� ����
, ���
� �
 ������ ���
����
	���, 	�	��� 
���#
 � ���, ��� ��� %��%
�	% �
	�
���
��� 	������� ��
�
	���  ��!-
������� �
�, ���
!��
� ��	� �
�
�% 	���� �������� �������  �
��-
�
	�� �����
� … �
���� 
��
���� ����
��� ����� �� �
����� �������
��� 
������ 	��������, 	���
���
��� � ����������� ... 3�
�	����%
�	% ���
���� 
���
��� �
������
 ���#
	��� ����� (���
� �������� � �������), � ������� 
��������
�	% �
�� ����, ��	������� ��	�� 	������
��� � �������, ��� 
���	����
�	% �����-��� �
��� � ��
� �
�
�% �����" (�.�. �������). 
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3�
��	����%
� ����
�� ������#�� ��	� 	���. 3��
�
���
 ���
 
���� �������
���� ��	�������� ��	����%�� 	
��
��� ��������	%.  

+� ��� %��%
�	% �
		������ 	
!���%? 2�� ��, ��� ���� !
��
�� ��� ��
�-
��!� ��
��
�� � ����
 �
����
���
�	%. 8!� ���
���� �!���
�.  

 

+� ����������� �����
, $����
�
 ��
��
�	% �
��� ������  ������� �
���� 
���
�, � �
 ������������ ��� � ��� �����. 

��� ������!�� �
#��! ������ 	� 	�����
����?  
3�
#�
 �	
!� �
������� 		�
����������  ������� ����% �� ��
�-

�
��. *��� � ����
�
���� �������� $��
������ �
����� ����
�% %��%
�	% 
���������
���$ �
���, ������� ��
�����!�
� ��%���
����� ��;
� ��������� 
	�
�
��. ��
	� ��
	��� �����!% 	 ��������. <��!� � �������� 	�	���� 
������	�, 	�
�%��� ���� �!�� �� 	���������?  

��� ����%��! ������
�!��$ ��&
� �����!��� ��
�
��$?  
/�-�
����, � ��#�� ���
���. 1�� � ��
�����
 ��%��	� �
����: ����-

��
, ���	��
 �����, ������-�
��
��. 2�� �����, ������
 ��	��  $��
����� 
	��������	% �� �
�
� ���!� ����� ���%�� 	 !������ �
��
��� !
�-
�
��: 3��!���, ��	��	��, 	��	��  ��. / ��!
 ���
�
�� 25 �����-�
��
�. 
/�-������, �����-�
��
�� ��#�� ������ ����	��. 1����� ��	�
 $��!�  ����-
��!� ����
	��� 	���	��%�
���� �
�
���� ����� ��#�� !������ � �����
 ��-
���
�
�% 	��	��
���!� �����  ���������% !
��
���
	��� ����.  

*	������%	� �� ������
	��� ����
, ��#�� ���
�#����, ��� ������ � 
������ ���������� ��������� �����-!����� ��"!�!���� ��� ��#���� 
�������!����"$� �����, ���!� �� #$����� ���%��$��, ���$!�$� �"!���-
!����� &$������� � ���� � %���#��"!�� ���������� �����. 

 

<��
���� !�. 1 ���	������� � ��
����� [5]  [6]. / !�. 2 ��		����
�� 
"�������
" 	�
�
�% ���	�. A
� � ����% 		�
������% �
�����#��.  

�����-�
��
�� ���
�
�� � !�. 3. B�. 4 	��
�#� 	�� ���
��� � ���
-
�
�%  ������
	�
 	��
��. A�����	��� �����-���
��� ��%�� � �����%���� 
	������� [1]  [2] (����
�� ��#
� 	��
��
�	������� �����  		�
�������). 

/ !�. 5 ��		����
�� �	�����
 �
���� �
�
�% �����
���
	�� �����.  
���
�#��
 !�. 6 – ������� ��������� ����
		 ��	�� �
�
�% !
��
��-

�
	��� �����. 1�� #
 ������� ��	� �������� �
�
�� ����� �����  ��	� 
���
� �
 �
�
�% ������ �����. / !�. 7 	��
�#��	% ���

 ������
 �����, �� 
�
�
� ������� ����������� ���
�%��	% �
	������ �����-�
��
�.  

B�. 8 ��	�%�
�� ����������, �
������  ���#
	���� ���
� ���	��	�.  
/ !�. 9 ���
�
�� ���
�� ���
������% �� �����
���
	��� ���
���
. 
3�
�����!�
�	%, ��� ����
�� ������ 	 �	����� ���!���������% � 	�
�
 

Turbo Pascal, ������ ������
 ���������� �� �
�
�% "�
��	����
����" ����� 
����$��
�����. ����� ���
����, ���, ��, ����!  ��., � ����
		
 
�
�
�% ������� �
������� ����� ���� �� ��	������ �����  ��
�	����
�% 
������ �� �����
�%  ������ �
���������, ��
!����� ����% �����	% �� 
��������
  ���!� ��
��
���.  

/	
 !���� ��! ��#�� 	����������  � ����
		
 ���
�% �����
��.  
 

2�� ��	��
 – �
 �
�
���! 3���%�
	% ��� �
���� "+����� �
���� – 
"����
" ���
	���" �
�
��� ��
��	���� ����� �� ������ – ������
���$ 
������ ���
���%���� � ��� �
#
��$. / ��	��%�
� ��	�� ��
�
�� �	���
 
�����
 �������
 �
��
#
�  ���	�
��, ��!�
  	��	���� �
�
��, ������ 
 		�
������ �����. 



 
 
                                                 � � � 
 �  1 

 
             ������  

 
 
 

1.1. ������� ���	�������� 	���� 
 
B
��
��% ������� � ������
	�� ����
���	�
� ���
�. 3� 

�!�����
� ����� �����, 	����
��	��
 #�� � �
���
�� ��%-
���	� �
�������	�� ���
�
�%�� �����  ����
�� ��
��
���. 
E��
��
 �� ��	 ���%��� ���
������� ��������  ���!��	-
�
���
 �	��
���
 �����
��� ��
���	� 	��
�
��	����� � ���, 
��� �#
 ����� 4000 �
� ���� ����� #�
� E�
��
!� 8!���  /�-
����� ������� �����
����� ����	�� !
��
���
	�� 	�
�
��.  

+����
�, 
!�
�	�
 ������ (!���-
��� ��������) �������	% ����
��-
��� ��������	��� �����. *��� � 	���� 
!��������� 	����#
�� ��
���	� – �-
����� F
��	� – �

� ����� ������-
��� �
���
��!������ ������ 	 ��	�-

��� 150 �  ������� �
���� 220 �. �	��, ��� ��������� � 
	����
��	���� ��!� ��� ���, ��	����!���
 !
��
���
	-
�� ����%�.  

/ ��
��

!�
�	�� �����	��, ����	%��	% � 2000 – 1700 !!. 
�� �.$., 	��
�#�	% �
�
�
 �%�� !
��
���
	�� �����, ���
� 
�
������
 � �� �
�
�� �
�������
���. /�� ���� � ���� �
-
�
��. "��
���� �	
�
���� ������ (� �����	
 ��� �����#
�� 
� ��
 ����
�), 
	� ��
	���: 6 – ��	���, 4 – ����, 2 – ���
���. 
3�	�����, ��� 	�
��
�: �����	� � ������� 4, ��� ��
� 16, ����� 4, 
��� ��
� 8; ���

 �����	� � ������� 2, ��� ��
� 4. H 16 ������ 8  
4, ��� ��	� 28. E��

 ����� 1/3 �� 6, ��� ��
� 2; ���

 ����� 28 
���#��, ��� ��
� 56. 2�� 
	�� 56. 1�, ��� ���
� ����, – ������-
��". 8	� ��������� 	������ �	������  ��	��� �
�
� a, b, H, �� 
��
���#
���
 ��
��

!�
�	�� ���
������ �
�
�
 ��#
� 

���� ���	��� 	 ������� �������: V = (a2 + ab + b2) · 
3
H . 2�� 
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������� ����#�
� 	��
��
��� ������ 	��	�� ���	�
�% ��;
�� 
�	
�
���� ������ 	 ���������� �	�����%�. 

 
��	��! � �
�
 �����
��
!� ������
�%  

		�
������ !
��
���
	�� 	�
�
�� ��-
����
#�� ��
��� E�
��
� B�
�.  

3
���
 �������
��	��� !
��
���
	�� ���-
��� 	�%������ c �
�
� ����"� 
���!"$��� 
(639 – 548 !!. �� �.$.). 8�� ���	���
�	%  
�������
��	��� �������� ���
�	��� ��
�!���-
����, �������
��	��� �
��
�� � ������ ���
�-
���, ��	
��
��� �� ���� ��%��� ������
��-

��� ��%���,  ��. 
 
     M������ �������
��	�� ���!� �
��
� �������� '�(����� 
(564 – 473 !!. �� �.$.). /����
�, ����
���% "�
��
�� 3��!���" 
���� ��
	��� �����!� �� �
!�. *	��
�	% �
�	������
����, ��� 
��
���
 ������� $�� �
��
��  ����
 �������
��	��� ���� ���� 
	��� 3��!���� (��
����	�� ����
�� ���
���� 8. N��	 
	�����  ���
����� 367 �������� �������
��	�� $��� ���
��-

�
����� �
��
�� – ������
�������!� 	���-
���
�% 
�������� !
��
��).  
     3��!��� ���	����� �������
��	��� �
�-
�
�� � 	���
 �����
��� �!��� ��
�!���-
���, ������
 ��������� ���!�!�������. 
3�������� ��
������� �%��!����� (���-
!��
�	��% ��
���) ��� � ���!��
��
� 	�%�
�-
��� ������, 	������ �������%  ����	�, � 
���#
 �����
�. 3��!�� ��
� ���
��
	���� 
�
�
�� �
�������� �
���. 3��!��
��� ��
-

��������� ����� ��
	���
 ������
	�
 ������ � ������
 ����-
#
�%, ���	�������
 ������ �������
��	����. B������ 	��
�#�-
�
� ���!��
�	��� ���
���� 
	�� ��
�
 � �	�
. *� �
���� 
��
� �
���
  �
�
���
 �	��, ���	��
  	�	�����
 �	��, ��� 
�
	������ ���		����� ����������� �	
�. 
 

/ V  IV ��. �� �.$. ��� ��
����%�� ������ ��	�
��-
���
����!� ���#
�% !
��
���
	��!� ���
���� � ��
 �%�� ��-
�
�#�
��, �����
��
���� �������
��	���� (3��!��, E
�����, 
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B������� F�		��, 3�����, M�	���
��). '��!����  �	��
��� 
)��"!�!���� ���� 	������ �
��% �������
��	��  ����������� 
���
 ������ �
�������!� ��	���
�% ����. 

 
3
���
 ������ �� 		�
������ !
�-

�
�� �� ��	 �
 ����: �	
 �� ��� ������ 
��	�
 ��%��
�% � M�
�	���� ����
���� 
"+����" *�$���� (����� 300 !. �� �.$.). 3�	�
-
�����
����	��  	���!�	�� ���#
�% 	�
��� 
$�� �����
�
�
 	������� !
��
���
	�� 
����� �� ���!� 	������ ��� � �
�
�
 
���

 ���� ��	%�
�
��. *���%	� �� 	�����-
��
 ��	������  ��	���, 	������% ������ 
���������� ��!�, 8���� ��������
� 465 

���
�#�
�� � 13 ��!��. 8!� ��	������ �� 	��
	��� ��
�	���-
�%�� 	���� ������ ��	���
�� 	 ������� �
������ ��
��  
�
�����!� �����%. 3�� �
�
�
� ����� �������	% ���
 ��-
	���
�%. E�% 8����� ���� ������� � ��;
� �������� 	�-
������! '�����
� � ���
$��$ ������� � ���, ������ ������ 
�!��
. "+�����" ���
����	� ��	���
�%� �%� ��������� 
���!�!�������, ��	����� � 	�
�� �����!� ����	�  		�
��-
���
� �����
���� �
	���
���� �
���. 

+����

 ��
	�
� �%��� ��	����� 8����� � ������
����� 
��%���. <��
���� 	����, ��� 8���� ���	% , ��� 
!� 
��#�� �������� ��� �
��
��. <��!�  ��	������ ��� ������ 
$��!� ��	������ ��		�#��� H.O. B��		. / 1826 !. +.'. N����
�	�� 
������� ��!�
	��� �
���	��	�� �%��!� ��	������ �� ���!� 
��	�������  ��	�� 8�����  ��, ��� 
!� �
���% �������� �� � 
�	���
. *������	�, ��� 8���� �
 ���	%. 8���� ��
	�%�
 �
�� 
 �
����
	��
 �����
 ������, ��� �� �	�� ������
 ��	��
 ��% 
�����	% 	��
� �����, ������
 	���� ��	��
� ��% �����
�� 
��
����. E� �
����
!� ��
�
� ���� �	
 �������
 ��
��� 
!
��
�� ��� �� ���!�� 	����� 	 "+������". 

M�	�����
	��
 ��	���
�
 !
��
�� ������� !������
 
��%�
 �� ��	��
�
� �	
� ��
�
�. 3������
 ���#
�
, ��� 
�
������ �����
� ���#
�% ������� �
���, 	��������� 
���#
 '. +����� � 	��
� �	��������!���
� �����
 "<��
��-
��
	�
 ������ ����������� ���	��", A. ������, ���!�% 
�	���� $��. 
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/
������ ���
���� ��
���	� )����� (287 – 212 !!. �� 
�.$.) �!����  ������� �
��
��
	�
 ����#
�% 8�����. 
M���
� ����� � "������� �
�" !
��
��, �����%	� ���	�
-
�
� ������
�  ��;
��� �!��. Q
��% ���!��	�
���
 �����, 

�� ����������� ����
 ��� � ���
����
. 
��
� ������� ��
��!� ���
�� !������� 
���������� �����	��, 	�%������ 	 ��
�
-
�
� ���� ����#��	�  ������ ���!�, 	 
���	�
�
� ��;
��� �!��, � ��� �	�
 
������  ����. M���
� ���
��� �� ���-
!������ ����
 �������� ���, ��	����� 
� �����. E������
��	��� ��!�, ��� ��;
� 
$��!� ���� 	�	����%
� 2/3 ��;
�� ������, 
%���	� ���� � 
!� ������� �������.  

M���
� ��!� ��� ������, �����% 
������ !���� ������� �� �����
�% ���%�. '��
	���, ��� 	 
������� 		�
�� �
���� �� �� ��		��%� ���
�� 	��
�� 	#!�� 
��	�
 ������. H�� �#
�
�, ��
��� �
��� ����� 	����
��-
��� �
����  ������
	���
�%. M���
� ������ ����� ������� 
��������������� ���	��	� �
#�� 	���  ��
��� ����!�, 
����� ��� �
��, ��!��#
���
 � #���	��  ��.  

 
����
�
��� M���
��, )�������� '���"$��, ���	�� ��-

	��%�
����� ������� � ����
	�� 	
�
�%�: $���	��, !�
������ 
 ���������. +
	������ ���#
, �� II �. �� �.$. +����� 	�	���� 
�
���� ������ ����, ��� ���
�%�� ���
�%��
	% 	
���	 ���-
��� 	��	��. Q%� �����, ��	�%�
���� ������� ���	�
�� � 
!
��
��, ��%��%
�	% � I  II ��. �� �.$. 1��, � ��!
 +����� � 
M�
�	���� "<
����" ���� ������ ���	�
�% ������
�  
��;
���. 1����� ����, 	�	����
���% ���
������  �	�������� 
3���
�

�, 	��
�#��� ���� ���� ��% �!��� �� 0º �� 180º 	 ��!�� 
0,5º. 

3�	�
 !�
� ��������
���
	�� !�	����	�� ��
���	�, � 
	�
��
 �
��, �
��� �
�
����� ���� �
�
�
��
�	% � 	����� 
/�	���� – � ��
���� M��, ����	�
 	�����, '���. / ����	� 
���
���� ����� 	��������� ��	�#
�% ��
��� '��, H��% 
 ����� ������� �������. H ����� IX �. �� ����	�� %��� ��� 
�
�
�
�
�� ����
�% 8�����, M���
��, M������%  ��. / XII �. 
� 	�%� 	 ��
	����� ������� � 8����
 ������
� ��
�
	 � ��-
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�
����
	��� �������
 ������. A����
 �����
 �
���, �����-
�

	% � 	������ �������� 8����� � XVI – XVII ��., ���
�� � �
 
�
�

 �����
����� �
��������� � ���
����
.  

 
+� ��%�
 "+����" 8����� ���� 	���� 

������
��������, ��� ����� ���!� ���-
�������� !
��
�� �
 ���� ��
���#
�� �� 
E
�����. /��� ��$��! (1596 – 1650), �������-
	�� ���	��, ���
����, ���, �����!, � 
	��
� "B
��
��" ��
���
 ��
� � ���
����� 
�
�
�
���
 �
����. *� ��		������� �-
� �� ���	��	� ��� !���� ������. R 

E
����� ���
�� �����	���� �� 	���	���� �
�	���
����� �	-
���, ������
 ��	����� ��� �����
�% ��� ���
���� � 
���-
����. 1
� 	���� E
���� ����#� �	���� ��������
���$ 
��
�-
��� ���	��	�. *� 	����� �
��� ��%����
���� ��������, ��� 
�������� ������� !
��
���
	�
 ����� ��!
����
	�, ����	-
�� ���� � ���
�� ��	�� ���	�� �����  ��������	���� 
������. H�������� �
��� ����	� ���	��
����
 �����#-
��	�, 	�
��� ��
 �
��
 ����	� ���
����.  

� �
�
� E
����� 	�%���� ���
 ���%�%, ��� ���������, 
�����
�
�
, ��������, �	�, ����  ��.  

 
3
�
�
���
 �
���� �������
���� ����
��	� � ���
��-

��
 ���!����% ������� �"��$� 0�1!��� (1643 – 1727, M�!�%)  
+�!(���� 	��������� ���%��2� (1646 – 1716, B
����%), ���
�-
���� 	�����
 �	��� ���
�
�������!�  ��
!������!� 	-
�	�
�%. <��
����
	�
 ������% E
�����, +������  N
��-
��� 	��� �������� �
�����
� � $��� ����
. � ������� ��-
��� ����
��� ���
���� ���� �
!�� ����
�� �
�
�
 ���!� 
!
��
���
	�� �����: � ����
�
� ��	��
����� � ����������� 
�����, � ���	�
� ������
�  ��;
��� �������� �!��. 

� XVII �. ������ �������	�� ��
��� �������  '�"$��� 
����#
�� ������ ������ �������
�� � !
��
��, �������
�� 
� �����
��
� ���
�����
 	��
������$ 
��
����. 3������� 
	���
�%� �����

 � 	���
�
	��
��� +�"��� 
��3 ���������� 
�
��� �����#
�% �!�� 	 ������� ����!�������!� ���
��-
�����% �� ��
 ���	��	�. Q����� <��#� ��	��#� �	����� �
�-
��
	��!� �
��
�%  ���
����
�!��$ 
��
����.  
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� XVIII �. � Q�		 ������� �
������	% ��
���  ������
 
����� �� !
��
��. Q���
��, ��	�%�
���
 !
��
��, �
�	� � 
�
���� ��		��� ��
���
 ���
���� – "M���
���" N.O. <�!-
����!�, ���
��
� � 1703 !. 

/ Q�		 ���!
 !��� ����� �����-
��	% ��
��� ������� 4���� (1707 – 1783). 
XVIII c���
�
 ����� � 	���� ��� "$���� 
3��	�
�
�%". 8	� �� �
!� ��� 
�
 ���-
��#�� ���
 �	
��;
����
 !
�, ��� N
�-
����� �� /�� � B./. N
����, ������-
�
 � 	
�% �	
 ������
���
 �
���
�
	���� 
����%, ��, �����% 	 $��!� 	���
�%, ��%��%-

�	% �	
 �����
  �����
 ��
���-	�
��-

�	���, ��	�������� ����
��� ���
����� ������� �	���-
���. +� 2��
� ������� ������
 	�����
 	��
!� ��
�
�. *� 
%��%
�	% ������� �
���	�
�
���� ��#��	� ������� � �������� 
����
��� ���
����
	��!� ������, �
�� �	
�, !
��
��  
�
����
. 3��� �� �	
� ����	�%� ���
����  

 ����#
�� 
�	��
��
�	% �% 2��
��: �
��
�� 2��
��, ��#�
	��� 2��
��, 
$��
���	�
 ��	��%���
, �!��, �����, ��
!����, �������, 
�����
�%, ���	������. *�� � �����

 ��
	���� !
��
��-
�
	�� �
��������� 2��
�� ���#
 ���
� � 	���� ���
���� 
��� 
!� �
�
�. /� �	%��� �������� ���!�!�����
 	���� �	�� 
�
��� (  �	�� !���
� ) �� ��
 
���� �����
 �	�� 
!� �
�
� 
*: ( + ) – * = 2. / $�
�
������� !
��
�� ��
	��� ����#��	�� 
2��
��, ��%��% 2��
��  �.�.  

2��
�� ������
#�� ���

 886 ������� ������. ����	��
	-
�
 ���	�
�� ����������, ��� �� � 	�
��
� �
��� ���� ������
 � 
�
�
��. 3� 	����� 200-�
�% 	� ��% ��#�
�% ��
��!� � S�
�-
��� ������ ����
 �����!� 	�����% 
!� 	���
��. *�� ���#-
�� 	�	��%�� � 72 ������ ����� �� 600 	����� ��#���. 

R�
��� ��
���	�� ���� ����� �	��
�
� ��
��
!� ���, 	��-
��, %��� (� ��� �	�
  ��		��), �������, ���, ����, ���-
����, �
����. ���� ����%� �� ����#�� 	�
���	��� � 
$�� ����	�
� �����. 2��
� 	 ���
�
�
� 	����� ������  ��-
�	�� ������� �� ���
����
	��� �
�� �����. 

A��!����% 		�
�����%� 2��
��  <��#� � XVIII �. ������
� 
�
��� ���
�% 	���	�� !
��
���
	�� �!��, �	�������� �� 
���
�
� ����������, – ����
�
�'���!��� 
��
����.   
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/ XIX �. � 	�%� 	 ������� !
��
��, �
����  ��� 
������
� �
������
 ������
��
, �����
 � 	���
�
�����, ���#
-
�
 ������!� ������
#� .�. (. )����� (1839 – 1903, �SM). 

 
/ �����	������
� �����
	��
 ����� ����-

��� +��""� (1777 – 1855) ��!����� 	��
��-
�	� 		�
�����% �� �
��
��
	���  ������-
��� ���
����
. 8!� ������ ������ ������
 
��%�
 �� �	
 �����
��

 �����
 ��	�
� ��-
!
���, �
�� �	
�, ���
�
�������� !
��
�-
�, �
�� ���%#
�%, ���		�
	��� �
�� 
$�
����
	���  ��!�
����, !
��
�, ���!� 

����	�
� �
��
��
	��� �	������. 3�	�
 E
����� ��%���	� ���-
��#��	�� �������� ����
 !
��
���
	�
 ��;
���, �
��% 	�%���-
��
 	 �� ��!
����
	�
 �����
�%. 1��, B��		, �#
 �����-
#
���� ��!
����
	�� 	�
�	����, ����� ���� �
����� �
-
�
�% �����
�� ��� xn – 1 = 0 �	������ 	�%�� �
#�� ��  
��	���
�
� ��������� ���!��!�������. *� ��
���
, ��	�
 
!�
�
	�� !
��
����, 	�
��� �����
����� ��! ��
�
� � $��� 
�����	
, � �
���: ���
� �	
 ����
�% n, ��% ������� ��������� 
n-�!����� ��#�� ��	����� �����
�  ��
���� (
	� n – ���	-
��
, �� ��� ���#�� ���� ��� n= k22 + 1); � ��	���	� �
�� � 
���������� �������� �����
�
 x17 – 1 = 0, B��		 ��� ��	���
�
 
�����
�  ��
���� ��������!� 17-�!������. 2� ������ ��� 
������
�� � 1796 !���, ��!�� B��		� ���� ����� 19 �
�. 

'���
�
 ����� �
���� ���
����	� ����
������ ���
!� !
�-
�
���
	��!� �
���� ��% 		�
�����% ���
����	�
�. 1
��% 
���
����	�
� ��
��!� ��	��#�� �������� ��% 	�����% n-�
���� 
�������� !
��
��. B��		 ��
� ������
���
 ��������� 
����������!� ���. 8!� ������
 ��	�
�
 ������ �� ������ ���-
��� ����� ����
���� ������	� B
���!
�	�� ��
��� ���
	�-
���  ���� ����� � 11 �����. *�
����, ��� B��		 ���
� � 
��	� � �����#��	� �

�������� !
��
�� � 1818 !. *��	
�
, 
��� $� �
 �
 ����� ���%��, , ��-������, �
��	�������
 	��-
���
 � ������� ��#��	� ��� ������ ��!�, ��� ��
��� � �
 
������������ ���

  �
 ���������.  

H ������� +. '. N����
�	��!� � �

�������� !
��
�� 
B��		 ���
		% 	 ������ �����
�, �� 	��
� ��
�� $��!� ��-
����% ���  �
 ����������. 
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H 	
�
��
 XIX �. ��		�
 ��
��
 �
 ������ ����%�	� �� 
�����%, ��	�!����!� �
�
����� ���
������ �������� 8���-
��, ��  	�
��� �%� �������	% �������.  

 
*	���
 �
	�� ��
	� ������
#� ��		���� 

���
����� 0.�. ��%����"$��� (1792 – 1856), 
	������
�� �

������� !
��
���. A
��
-
���������	�� ������� �������
��	��� �%��!� 
��	������ 8����� ���
�� �������	% ��
-
��� (+. N����
�	��, �. A���%, H. B��		) � 
��
�����#
�� � �����#��	� 	��
	�����-
�% �
��
��
	��� 		�
��, � ������� ��
	�� 
�%��!� ��	������ ��%�� �������
���

 
�� 
��	�������
. /�����
 �����	 	����	% �	�� 

��!�
	�: ��!�%���
 	��������
  ������
	�
 ���
�
�% ��-
��� 		�
�� ��� ��������� �� ������ ����. 

+. '. N����
�	�� ���
�� �%��� ��	����� 	�
����
� ��	�-
���: �
�
� ����� �, �
 	������
��%�0 	����$ AB, � 	�������� 
ABC 	������� �
����
���
 ����
���� 	�����, �
 	
�
�
��0-
%���� � AB. /	
 �	������
 ��	������  ��	���  8����� ��
��� 
���%� �� 	����
. 8	� �� �%��� ��	����� ���
��� � $�� 
��
���#
��, ��, ���%� �������
���

 
�� ��
���#
�
, 
N����
�	�� ���#
� ��� ������� �������
�
 �� �����
��� 
��		�#�
�%�. +� �����!� �������
�% 	 �	������� �
�%��� 
��	���� �
 �������	� � ���!��	�
���� �
��
���  �����-
���, ���������� N����
�	�� �� �	���
 
!� ��	���. A��

 ��!�, 
��
���#
�%, ���������
 N����
�	��, 	�	���� 	������� 		-
�
��, �
 �	�������� "+������" 8����� � � ������
 ������ 
	���	�� !
��
���
	�� �!��, � � ��!�
	��� ���#
� $�� 
	���	��. M�	���, �
��
��, �	�������
 �� �
�, ������ 	��
� 
�
������	��� 	���
�
����� �
���!� ��
��!�, ���  �
 	��
�-
�� ��
��� !�����  ����
�% ������%.  

*����� �	���
 ��	�
 	�
�� "H��
���� !
��
��" 
!� �
 
������ �	
���

 ������
.  

����
�
 ������% 	�	��� �
 ������ � ���, ��� ��� ����#�� 
���
� �������� �������
��	��� �%��!� ��	������. ������
 ����� 
!
��
�� ��������, ��� !
��
��% 8����� �
 
��	��
��� ���-
��#��
 ��
�	����
�
 � ���	����	��
, ��
�	����
�
, ������
, �� 
��
�� ���	����-�
��	���, %��%
�	% � �
���
�� ���#�
����, 
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���������. 3�%��
�
 ������ ��!�
	� �����#��� 	�
�� ���	�-
���	��� ��	����� �
�
� ��
��� �����	: ����% � $�� 	�
� 
����

 ����#�
� 	���	��� �
�����!�, ���
	��!� ���	����	��� � 

!� ����� ���	���� (�����
�, � ��
�
��� �
���� ���
����	�)  
� !��������� !������ ��	��	�? 8	� � ����� ����
 ��	������	% 
������� ���
���
 ����
 	���
�
���� !
��
�� �� ���, $�
-
�
��� ������� �� ����
� � �������� ���	
, �� ��#�� 	������ 
���. Q����
 ���� ���� !
��
��% – !
��
��% ����!�-
��	��
�-
��!� ��
��
���!� 
������� ���	����	���, ��� ������ �!��� � 
$��� ���	����	��
; �
�
�� !
��
��% ��������
� "!
��
��" �
	-
���
���!� ���#
	��� ������ ������#�
��� ���	����	��, ��� ��-
��
� 	���	��� 	��� $�� ���	����	��  �!�� � ��. 

'		�
�����% N����
�	��!� ����
�� �����
 ��
��� ��� 
(2. A
������, A. Q���, B. /
���, O. H�
��) � �����	�� �	����-
�% !
��
��, �.
. ��	���� �����
�� 	�����% ����� 		�
�� 
�	������ ���%��  ��	��, ������% ���� �� ��!�
	� �
��-
��
����. / 	���� ����
 XIX �. �
�
��� ��
��� �. +���%��! 
��
���#� 		�
�� �	������ ���%��  ��	��, 	�������� �� 
��!�
	�� �
��	������. *� ��� ������ 	 	���
�
���� ���� ��
-
�% 		�
�� ��	�� 
�������� !
��
��, ������% ������
� 	���-
	���� �������, �
�������
���	�  �
���	��	�. 

 
<��
����
	�
 ����% �
������� ��	���. Q
�������� ������� 

		�
������ �����%� �
��
��
	�
  ������
	�
 ���
�
�%. 
1��, ���
�
�������% !
��
��%, ������!%  ��!
��� 	�	���-
�%�� ���	 	���
�
���� ���, � ���
���!��� 
��
���� �
#� 
� �	���
 �
��!
���	��� ����!���. / ���
�������  ����-
���	��
 �����%� ���
�
�
 ��������
�!��� � ������������� 

��
����. / �� ��		��������	% �����
�� 
��
����
���� 
���
���������. 2�� �������
����, ��	��������
 �������, ���
�-
������
 ����	�
�, ���� ������, ������% !�����, ��	���� 
���
�����  �.�. <��
����
	�
 	��������  �
�������� – ��-
�
�	�����, �
 ���	%�
 �� �����
���� ��;
����. E��
�
 �� �
-
�����	� ��	�������
 ���
����
	�
 �
�������� 	��%� �� ����-
�
� �������� �
���.  

*	�����
 ��
��

 ��%�
 �� ���
����� �������
� ���	!0-
�
���� �����. R��
�#��
�	%, ��� �	
, ��� 	�%���� 	 $��� ����	���, 
���
� �
�� �
��������
 ����
�
 ��% ���
���� �� ����%#
� 
�����
!� 	���
�% � �	
!� �����% ���
� ������. 
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1.2.  ��	 ��	������ 
 

H�#��� �
���
� �

� ��!�%���
 ���%�
 � ���	����	��
, � 
�
���, � �!����. +� � !
��
�� 	���	��� �!�� ������	% � 
����
�
���� (��	��������) ��
  	 ��!�
	��� 	���!�	���. 

���
�����
 !
��
��, ���
�%��

 
U 	�
� ���!� ����
��� 
���
����, ��  �	
� ���� �����
,  �������
�	% � �
��������� 
��!���
	��� 	�
��
� #��!� ������#
�% 	� 	���!�� ��!-
���. B
��
��% � 	��
� 	��  
	�� ���	����	��
���
 ������#
-
�
, ���������
  ��!���������
 	���!�� ��!���. 

/� �	%��� ������� !
��
���
	��� ��
���#
�, ���� �� 
��	���, �
��
�� � ���
�
�
�
, �
�������� ��	��	����� $� 
��� $�
�
���: ��!�%���% ������  	���!�% �����������, 	���!� 
��!�
	�� �����. 1��, !�
 �
� ����� � $�� ���� 	�����, �
�  
�������� !
��
��. 

+�!�%���	��, ������#
�
 ������
#�� �����
 	��		���, 	���-
!�% ��!�� – ����
!% ����. ����	�� �����!� ������  #��	�� 
��!�%���� ������ – "�U�  ����
�� �
 	���� ������� �
# 	�-
���". 1�� 
U  ���� ������, 	�
��%% #��	�� ������#
�% 	 ��-
!���, ��!�%���
 ������ 	� 	���!� ������������  ����-
���
��	����. 

3�$���� �	�����
 ������ 	�	��� � ���, ���, �	��
��%	� 	 
���
�
�
�
�, �
��
��� � �����
�, ��#�� ��
#�
 �	
!� ��
�-
	�����  ���%�� � 	��
�#��
: ��
�	����� ��!�%���, ���	�-
���� �, 
�U ����
, ���%  �����

, ��������� ��, � �U� �U� 
�
��,  ������
�
��� ���%��, ��� $�� ����� ����#�
�	%. 

+�
!� �
 	������
	� ������, �
 ���	����, �
 �������� ��!�, 
� �U� �U� �
��, �
 ���%�, ��� $�� ��!�%���
 ��
�	����
�
 
����#�
�	% � ����������
 ���
�
�
�%, �
��
�� � �����. 

3�	����% � ���
�� �������
��	��� �
��
�� � � �
�
�� 
�����, 	�
����
 ������ ������: 	������
	� ��
�� – ���	�-
����, 	�������� –  ������
�
��� 	�
��� �� ��!��� ��		�#-
�
�%; �������� ���#
� �����	����� � ��������� �	����� 
	����
�	�����
 ������  ��� #
 ���	����� ������ � 	�����  
�������� �	�����
 $���� ��		�#�
�%. 

B
��
��% ������� � ������
	�� �����, 

 ��
���#
�% 
����#��� �
�����
 �����  �����%� ���!��	�
���
 ���
�
-
�%. / ���
���� 	�U�
 � �	���
 �	
� �
��� ��� � ���
 �
#� 
!
��
��%, ������ ��� ��� ��%��%
�	% �	���, !�
 ��#�� ���% �� 
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���
���% �����	�� � ���
�
�
� �����  ����
���. ' �
����,  
�#
�
��,  ��������������� �����
�� !
��
���
	��
 ����-
��#
�
 �
�������, ��� !
��
��� � ����
�����. 

3� �	
� �
������ ����
� !
��
�� ��#���� ���%���, ��� 
� � �����
, � � �
���
 �
� � ���
���� �
� �	%��� ����, � 
�
	���
���� ��%���, � ���
� �
� �	%�� ����
���. '�
�����
 
!
��
���
	�
 �!��� 	��
	����� ������ � ���
� ��
�	����
-
�. 

H�� #
 	��#��	� ����
 ��
�	����
�
  ���
� ��� ��#��? 
3��� ���������% !
��
���
	�� ��
�	����
��  ���%�� 

��� ��
�� ���!�. *� ���	% ��	%�
�
�%  �
 ���
��
�. 3��%�% 
!
��
�� ������#��� ��
�%��	%. 3��	�
��� ��#
 � ���� 
�
���� $��� ���� ��
	� �� �
 ��#
�. ��
��
� ������ 	���
 ���
 
��%	�
�%. 

<�#�� ������� ��
 �	�����
 ����� ��!�, ��� 	��#�	�  
���
���	� �
�����
 !
��
���
	�
 ��
�	����
�%. 

 

3
���� ����� �
!�� ���%�� � ���
�� ����
�
�% ���
���. 
�
��
�
�� � E�
��
� 8!��
 ������ � �
��� ��� �������  
����%!��� �
#�� �� �
�
���. +� ������ ��#�� ��%�� 
�������
, � ��
	�� �
�
�� – ������ ���. ' �
 ����, ���
�� 
�
���% �����%�� $�� �����
. 

1��� �������, �
���% ����� 	�	��� � ���, ��� �������  
��!�%���
 ��
�	����
�
 �	
!�� ���������  ���������� ���-
��#��	�� 	�
���� ����� �
�   !
��
���
	��
 ��	���
�
 ���

 
������. 1��, ��
�	����%% 	
�
 ������#
�
 ���
��� ��%���, �� 
�
 ��� ����������� 
�� !����,  ������
� ��
�	����
�
 
� �
�!����
��� ������#
���� ��%���. 

+
�����	� 	�%���� 	 �	��
���	�%� ���
���� �
������ �
�, 
	 �
� � ��� �	���%�. +� �	
 $�� %��%
�	% ��	�������  
	�������� �� �����
�� � 	��
	��� 	��� !
��
���
	�� 
��	���
��. 3�$���� $� ��	���
�% ��	������ � �����
 ��� 
�
�!����
��� �����%
��
, ��� #
 ��� �����  ����
�� �
�� 
��
�	����%��	% � �����
 �
�!����
��� �����%
���. 

*�	���  ������
� ��
�	����
�
 �� �
������ !
��
���
	-
�� �!����. Q�		������
�	%, 	��#
�, ��
�!����� �
 �
�
�%�-
���, �
 #
�
����, ������ ���!��, � ��
�!����� �����
 , ���-
��, �
������ ��
�!�����. 

 



/�
�
�
 
_______________________________________________________________________________  

 

16

 

/����% ����� ��!�, ��� $�� ��
�	����
�
 	��#��	�  
���
����	�, �
	�� 	�%�����% 	 �
����, �������
�	% � ���, ��� 
�����
 ��		�#�
�
 ��
��
� �
����� ����� ���
�
�
���!� ��
�-
�
��. E�% ��!� ����� �
���� ������, ����� �
���� ������
	�
 
�����, ��#�� �
��
 ������. M �����
 ������ ��
���� ������ 
���%��, �
� ���

 ������ ���%�� ��
��
� �����% �
��%. / $��� 
�����% ����� ���
�#�
�% �
������ ���%�� !
��
��. 3��-
���#���

	%  �
�
�� �����
�
 !
��
���
	�� ���%�� �
���-
����� 	�%���� 	  �����
�
�  ���
����
	�� ��		�#�
�� – ���
-
�
�
��  �������
��	��. M �����% �
��% ��#�� � ���
���� 	�
�
 
��% ���
�
�% � ����
  �
���
, ��� #
 ��� � ������ �����
  
��#
� ������ ������ �	����
��. 

<��
�����, � ��	���	� !
��
��%,  ��
�	����%
� 	���� 
��!��
	��
���� �	����
�� ������% ������  	�����% �
�-
��. 

 

3���
�
� ��!. '�
�����
 !
��
���
	�
 ���%�% �������� 
� �
�������
 ����
�
�% �� �	
!� ��
��
!�  	�������!� ��% 	��� 
���	����	��
���� �����
��  ����. 2�� ����
�
�
 ����
�-
�%
�	% � ������� !
��
��, ������� ��#�� ������% ��!�
	��% 
	��������, ��� ��#�� ������% 	�������� �����
� ����
. 

 

+����, ������%	� � ��	�����%�, �
 ����%
�	% �� 	���, � 
����#�
�	% � �
�, ������% � ������ ����

  !���#
. 



 
 
                          � � � 
 �  2 

 
                               ����� ������� �!���"��#�� 

 
 
 
2.1.  !	������	� ���	�$�� �%��� ��	������ 

 
N�!�
	� 	���!� ���	 !
��
�� 	����	% 	�
����� ��-

�����: 
1. 3
�
�	�%��	% �"������ �����!����"$�� ����!��, ����-

��
 ����%�	% �
� ���
�
�
�� (�����,  	�����,  	�������!, 
���������
 �� ����� ���� �� ���!��). 

2. � � ������� ����	% ����������� �	
� �	������� !
�-
�
���
	�� ���%��. 

3. O���������	% �$"����. 
4. +� �	���
 ��	��  ���
�
�
�� �	
 �����
��
 �����!��-

��"$�� ������3���� ����������	%.  
 

3�������	% ���#
 	�������� �����, ����
��� � ��!
��
, 
���$������ �
$�����
�!��� ���
�  ���$������ ����
��� ��� 
��
	����.  

/	
 ��!�
	� 	���!
 $�
�
������
 ���	� !
��
�� ������ 
��% ���
�%. 1��, ������
�
 �#
 �
���!� ������ ���!����� 
�����
������. 8�
 +. '. N����
�	�� ������, ��� ���
����
	-
��% ����� �
 ���#�� �������	% 	 ���� "�
����" ���%��, ���� 
� 8����� %��%��	% ���
�
�
�% ����, ��, ��%��� �� 
("1���� – $�� ��, ��� �
 �

� ��	�
�",  "��% – ���� �
� ��-
��", "��%��% ��% – ����%, ������% �������� ��	����#
�� �� 
�����
�� �� �	
� 	��� ������")  �.�.  

E�% ������
�% ��
��
!� ������ ���!����� 	�
��
� �
�
-
�	��� ��	���, ���
� 		�
�� ��	�� ���#�� �������� 	���-
	���� 	������, �
	�������
�������  �
�����������. 2�� ����-
��
�, ��-�
����, ��� 	 ������� $��� 		�
�� ��#�� �������� 
	����	�� � ��#��	�� ����!� ��	�������% 
�������� !
�-
�
��; ��-������, ��� ����
 ��� ��
���#
�%, ���
�
���
 � 
������ ��	��, �
 ��!�� �������	% ���
�#�
�
�  ������
� 
����!�  ��!� #
 ���
����
	��!� �����; �����
�, ���!
 ��	�-
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�� $��� 		�
�� �
���	��, �.
. �� �
 ��!�� ���� ���
�
�� � 
�	������� ��	��. / 	
�
��
 XIX �
�� ��� ���
�
�� �
��	���-
� ��	����� 8�����, �����
�, ���
�
�� �
������� 
!� 		�
-
�� ��	��. 

3����
 �	��
	���
�
 �
��
���!� ������ ���!����� ����
-
������ �� ��	�
�����
����!�, �
� �����	���, �������
��	��� �� 
�	���
 ��	�� �	
� !
��
���
	�� ��
���#
��. 

/ �
�	�����
� 	 1990 !. ��
���
 !
��
�� M./. 3�!��
���� 
�
�������� �������-����������
���� ����� ���#
�%. 3�	�
-
�����
���� ���
�#����
 �
�������
 ���#
�
 ����
�	% �� 
��	������ ������.   

 
2.2.  �&����$�� 	���&�	
 
 
)
��
���� – $�� ����� � 	���	���� !
��
���
	�� �!��. *�� 

������� ��� ������
	��% ������% �����. ��
�  ���
�
��
 – ��
 
�	�����
 ��
��� ��% �
�
�% ������
	�� ����� ���
���-
�
	�� �
�����. 3� 	�
�
 ��������	% �������!��
 �	��.  

����	��� �!��, 	�%�����
 	 ��
�
�
�, ��������	% �
���-
�
�����. / !
��
�� ��
�%�� ����, ������, ��;
��  �.�.  

3��%� �����-��� �
���� e �� 
���� ��
�
�%, ��#�� 	 


 ������� ��
��� ����� ���!�� �
���� � ��!� #
 ����. / 
�
�������
 ��
�
�% ������, ��� � = xe, !�
 x – �	��. 2�� �	�� 
x ������
�	% �������� ����
��
� �
���� a �� 
���
 ��
-
�
�% e. '��
	���, ��� ��	������ �����
 ��
�
�
 �
�����#��.  

Q
�������� ��
�
�� ��	�� ����#���	% ��'�����!���� �	-
���. 8	� ���
��� AB 	��
�#� m ���
����, ��#��� � ������� 

���
� n-�� ��	� 
�����!� ���
���, �� ���� AB = 
n
m . E��� 

���
��� ��#�� 	 ����� 	�
�
��� �����	� ������� ����#-
�
����� ����������� �	���. +� �� �
�
� �����  � 
�
��
��
	�� 		�
�����%� ��%��%��	% ���
��, ���� ������� 
�
 ����#���	% ���� �	���. +����
�, ���� ��!���� 
�������� �
 ����#�
�	% ����� ����������� �	���. B����%�, 
��� ��!����� �������� �
�����
���� 	 
!� 	������� ($�� �����, 
��� �� ��
�
� ��!���� ��	�
�	���� 	������, ������% 
�
�!������ �
��	% �� �	
 ���

  ���

 �
��
 ��	�, �� ��!�-
��� ������
�	% �	�����).  
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1��
 �
�	���
����
 �	��, �
 %��%��
	% �����������, 
����#���	% �
�
����
	�� �
	%����� ����%�  ������-
��	% ����'�����!����. 

� ������
� �
	���
���	� ���
���� ������	� ���
�
�
 
!
��
�� �� �
�	���
����	�, �� �����. 8
 ��
��
� 	�	���� 
�#
 �
 �
�����
, � �
�����
 �!���. 2�� !������
 ������
 
�����
�� !�������
 ��
����
�
 �� ���!��
��
�, ������� 
!� 
���	�����. '��
	��� �������
��	��� �
	���
���	� ���
�-
���, ������
 ������
#�� 8�����  M�	���
��. Q�		����� 
�������
��	��� �
	���
���	� 	������ ��������  
!� ��!�-
���, ������
 �	������ �� 	���	���� �
����  �
�
���� �	
�  
�������	% �
����� �� �������!�.  

 
.���� �������� 
�������� �������� �
 ������
��� ������� 

��'�����!��� ������. 
E������
��	���. 3� �
��
�
 3��!��� ������, ��� ������� 

��!���� ���
� 12 + 12 = 2. 3�
�����#�, ��� ��!����� ��#�� 

���	��� � ��
 �
	�������� ���� 
n
m . 1�!�� �

�: 2 = 2

2

n
m , 

������ m2 = 2n2, � ������ ������� ����������!� �	�� m �
�
�. 
3�	������ ������� ����!� �
�
���!� �	�� �
�
�
�, �� m ���#�� 
���� �
���� �	���, �.
. m = 2k. *�	��� 	�
��
�, ��� 4k2 = 2n2, 
������ 2k2 = n2. 2�� ���
�	��� ��������
�, ��� ������� �	�� n 
�
�
�, � ������ n ��#
 �
���
 �	��: n = 2l. +� ��!�� m  n �
�%�	% 
�� 2, ��� �������
�� �
	�������	� ����. 3����
���
 ���-
����
�
 ��������
� ���
�#�
�
.  

 
/ �
���
	�� ������� �����

 ��	�� �	��
����	% �
	���
-

���
 ���
��, ��
�	�����
 � ��
 ����
��
	�� ���������� 
����
�. Q
��% �����, ��
����� � ������ ����
�%�, � �� 
������
 	�������� ����#
���
 ����
�% c ��
��
��� ���-
��	���.  

+����
�, �� ��;
���
 ������������ ������ �%� �	����� 
����
�� ����	�
����� ���
�	��: 1; 1,4; 2; 2,8; 4; 5,6; 8; 11,2; 16 
(��
�� !
��
���
	��� ���!�
		 	� ����
���
�
� 2 , 2 W 1,4). 
��
�����
����, 	 �
�
����� �����!�� �� ���� �
�
�
 ������� 
�
�	�����
!� 	�
����!� ���
�	�% ��
�%
�	% ����� � ��� ����, 
�.�. ������� ���!� ���	�%
�	% �� ������
  S = � r2.  
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/����
, 
	� ���� ����!� ���
��� � n  ��� �����
 ���� 
���!�!� ���
���, �� �����
�
 ��������� � ��� ����� n : 1. 
+����
�, ��!����� �������� �����
 
!� 	������ � 2  ���, 
��$���� �����
�
 ������
� ���������, ��	���
���� �� $�� 
���
����, ����� 2 : 1.   

 
(����: ����� ����� ���� �������! ������� ����� �0��� 

���
����, �
�������� ������������! ����'�����!��
 �����; 	�� 
�
#
��� 
��
����
���� ����� ����� �
�����
����� ���
���� �
 
���
��0� �� 	������
����� ����
�����, � 	��������� �
$����� 
� �� ��������� ����
����� 	� 	������� �
$����$ ��� �
$����-
�
�!���� �������.  

 
2.3.  ��	����������� ����� �	��� 
 
)
��
����
���� �
���� ���
� (!.�.�.) ������
�	% �!���, 

	�	��%��% � �	
� ���
�, ��������� �
������� 	���	����,  �
 
	��
�#���% ���!� ���
�. 

B.�.�. %��%
�	% ���� � ��#��� ���%�� !
��
��. *�� 
����� 	������
�	% �� ���
� ������
	��� !
��
��, 
�
����  ���!� �	����. / ������� �� !.�.�. 
	�
	��
��� 
	������
�	% �
% ����
���.  

 
3
�
�	�� �	�����
 !.�.�. ��  	��������. 
1. B.�.�., ����
���� �� ������ ���� O, �
#��
� �� ��� #
 

���	��	�, �� �����  ��� #
 ��		��%� a, 
	�� ����#��	�� 	 
�
����� O  ����	�� a, �.
. *��(O, a). 

2. B.�.�., ��	��%�� �� ������ ��%��� �� ������ ��		��%� a, 
%��%��	% ��
 ��%��
, ������
����
 ������ ��%���  ��	����-
#
���
 �� �����
 	������ �� �

.  

3. B.�.�., �������� ����
���� �� ���� ������ ���
� A  B, 

	�� ��%��%, �
��
�����%���% � ���
��� AB  ������%��% �
�
� 

!� 	
�
��� – c
�
����� �
��
�����%� � ���
���.   

4. B.�.�., ��		��%�% ������� �� ���� ������ ���
� A  B 

����	%�	%, ��� m : n, 
	�� ����#��	�� 	 ���
���� PQ = 22
2

nm
amn
�

, 

!�
 P  Q – ����, �
�%�
 ���
��� AB (AB = a) � �����
� m : n, 
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	����
�	��
���, �����
���  ��
��� ������� – ����#��	�� 
M������% (�� �
� �������
!� 

 !�
�
	��!� !
��
���). 

5. B.�.�., ���������
���� �� 	����� �����!� �!��  �����%-
��	% �� �����
��
� ����	� �!��, 
	�� ���, �
�%�� �!�� ��-
�����.  

6. B.�.�., ���������
���� �� ���� ������ �
�
	
�����	% 
��%���, %��%��	% ��
 ��%��
, �
�%�
 ������� �!��, ������-
�����
 ������ ��%���.    

7. B.�.�., � ������� ������ ���
��� ��
� ��� ��%��� �!���, 

	�� ����#��	��, ��	���
���% �� ������ ���
��
, ��� �� ���
��
 
(�� 	����
�
� ������ ���
���). 

8. B.�.�., � ������� ������ ���
��� ��
� ��� ������ �� 
�
���
 �!���, %��%��	% ��! ���� ����#��	�
�, ������%�� 
�
�
� ����� ���
���  ��
����� ������ �!�� (�� 	����
�
� 
������ ���
���). 

 
2.4.  '����� $� (	���	�$�� 
 
����� �� ��	���
�
, ������
 �
����	% ���
 �	
!� 	 ����-

��� '������ (������%
� ��	��� � �����!� �
���� ����#��	�� ���-
��!� ����	�) � ���
$�� (������%
� �������� ��%��
 ��), – 
$�� ���		�
	�
 ����� 
�������� !
��
��. 

������ 	���
�	% �
�
����, 
	� ������ 	��	�� ��	���
�% 
�!���  ��������, ��� � �
�������
 �����
�� �!��� 	 ��
��
��-
� 	���	����. 3����
 �
�
�
 	��#��� ����� �� ��	���
�
 
	�	��� � �
���
� $�����: ������, 	�����
��
, �������
�!����, 
����
������
. M���� – $�� ��	� ����� �
�
�%  �!�����
�
 
�
��
#�-�����	��; ��	���
�
 – �����
	��
 ��	���
�
 �
��
#�-
��	���
�%; �������
��	��� – ��!�
	� �
�������� $���, ��
�-
����!���� �������
��	��� ��������	� ��		�#�
��; 		�
��-
���
 – ���
������ $���, �� ������� �	����������	% �����-
��
 	����, ������
 ��!�� �
�� �
	�� �� ��	���
�, ��%	-
�%
�	% �	�� �
�
�� �����, �	���% 	��
	������% 	����� 
�!���, �.
. �
�
�� ����
�	% �����	��  �������.  

Q�	���	����
���
 �
���� �
�
�% ����� �� ��	���
�
 	��-
������ 	�
����
 !
��
���
	�
 ���%�%: !
��
���
	��
 �
-
	�� ���
�, !
��
���
	�
 ��
���������%, �
���
	�
 	�����-
�
�% � !
��
���
	�� �!����. / �
�	������ �������� ��
�-
���� �� !
��
�� ��
�	����
�� ������ ���	�
��
 ����� �� 
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��	���
�
. +� ���!
 ����� �� ��	���
�
 %��� ��	������� 
	���	��� !
��
���
	�� �!��, �
���	������ �����	�%�� � 
$�
�
����. ����
 ��!������ � �
�
�% 	��	��	���
� ��	�� 
�
�
�� �������� !
��
���
	�� �����. ����� �� ��	���
�
 
�������� ��#��
 ��
�
 	����� ���� ������ � ���!��, �#
 
��
	����. *� ���� ������ ���
�%�� �
 �
����� �
�
�% 
�����.  

*	��
���	��� �
�
�% ����� �� ��	���
�
 %��%
�	% ���#
 
����#�
�
  ��	�
����

 �
���
 	����
�
 �
���� ��
���� 
	 ������� ��	�������!� �!����
���!� ������ �	����
���� 
(�����%  ��
��), �
�������� ��% ��	���
�% �!���. 1���� 
��	�
�����
����	�� �
�	��� ��#�� 	����� ��	���
�
� ��!�-
���� (�������, ��� ����� ��!�����
	�� %��� �

� 		�
�� 
������ 	�����
�% ��!�����). H���
 ��!�, ��
	���, ��� �� 
�������� $�
�
���� �	���% ����  �� #
 ������ �� ��	���
�
 
��#
� �
�� �������
 �	�� �
�
��. ��
�����
����, �������� 
����
�������
 �
�	��% – �
�
��� ��������. 2�� 	�
���� 
�
�
�% ����� �� ��	���
�
 ������%
� ���#
 ���
�#����, ��� �� 
	��#�� $��
������ 	�
�	���� �����% ��!�����
	��� ����-
����. 

 
  3
�
�	�� �	�����
 ����� �� ��	���
�
: 
� �
�
�
 ���
��� �� n ������ ��	�
� (�������); 
� �
�
�
 ���
��� �� ��	�, ��������������
 �������� �
�-

����; 
� ��	���
�
 �
��
���!� ��������������!� ���
���; 
� ��	���
�
 	�
��
!� ��������������!� ���
���; 
� ��	���
�
 �
������� �
	���
���� ���
����; 
� ��	���
�
 �!��, �����!� �������; 
� ��	���
�
 �		
���	� �!��; 
� ��	���
�
 ������
����� ��%���; 
� ��	���
�
 �
��
�����%���� ��%���; 
� ��	���
�
 ��
�!������� (�� ��U� 	�������, �� ���� 	����-

���  �!�� �
#�� ��, �� 	�����
  ���� ���
#��� � �
� 
�!���);  

� ��	���
�
 ��%���!�����!� ��
�!������ �� !���
���
  
���
��; 

� ��	���
�
 ��	����� ����#��	� ��
�!������; 
� ��	���
�
 ��	����� ����#��	� ��
�!������; 
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� ��	���
�
 ��	��
����� � ����#��	�, ������%�
� �
�
� 
������ ����� ��
 ������ ����#��	�; 

� ��	���
�
 ���
� ��	��
����� � ���� ������ ����#��	�%�; 
� ��	���
�
 ������ �����!� ��
�!������ �� �	
���  �
�-

�������� 	��
��; 
� ��	���
�
 ������ �����!� ��
�!������ �� �������
 �����! 

�������!� �
���� �� �������� �!��; 
� ��	���
�
 ������ �����!� ��
�!������ �� !����
�, ��-

������ �
�����  ����� 	����
�	��
���� ���
�; 
� ��	���
�
 ��%���, ������
����� �	������ �����!� ��
�!�-

�����  �
�%�
� 
!� ������� �������; 
� ��	���
�
 ��%���!������, ������
���!� ������� ��
�!�-

�����; 
� ��	���
�
 ��������, ������
���!� ������� ��
�!������; 
� ��	���
�
 �� �������� �	����� ��
�!������, ������
�-

��!� ������� ��
�!������; 
� ��	���
�
 ��������� �������� n-�!������� �� n = 3, 4, 

5, 6, 8, 10, 12. 
 
+#
 � �������� ��	����
 ������
�� ��	���
�
 	 ������� 

�
��
�� O��
	� ���
���, ���� ������!� ����� 
3
2  (�	. 1),  ���
�-

��, ���� ������!� ����� 7 : 	 	���������
� 	�
��� ������-
��������� ���
���� (�	. 2), �
��
�� 3��!��� (�	. 3).  
 

3

2

7
7

7

 
               Q	. 1                                          Q	. 2                                  Q	. 3 
 
(����: �������� �
#
��� �������� ����� �� 	�����
��
 � 
	���%!0 '������ � ���
$�� 	��
��� ����!, ����� ��	��!�����! 
�� � 	��'
��
 	�����  �
#
��$ 
��
����
���� �����.  
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2.5.  ��	(	�)�� 
 
���	��'�
$ ������
��� ���
����� ����#
��$ ���� ��� 

�
����!��� 	�� ���
� ��� �
�����:  a : b = c : d  ���  
d
c

b
a
� . 

�	�
����
	� ������� ����� ������ � E�
��
� B�
�. 
������� ��		������� ��� �������, 	�	����
���
 � ������-
����� �	
�. *�����
 �
	���
���	� ��!���� ��������  
!� 
	������ ��	����� �������� �������, 	�	����
���
 � �	
�,  
�������, 	�	����
���
 � �
���. / IV �. �� �.$. ��
��
!�
-
�
	�� ���
���� 8����	 ��� ���
�
�
�
 �������, 	�	����
�-
��� � �
��� ����� ������ [33, 	.261]. 2�� �������� ���
-
�%�� ��
	�� �������� �����
�%, � ��
	�� ��
���������% ���-
����� – ��!
����
	�
 ��
���������%. 

/ !
��
�� �����
�
 ����� ���� ���
���� ������� ��� 
�����
�
 ��� $�� ���
����.  

E�� ���
��� AB  CD ��������	% ��������������� ���
�-

���  MN  KP, 
	� �

� �
	�� ���
�	��� 
KP
MN

CD
AB

� .  

 
5"������ "���"!�� ������2��. 

8	� 
d
c

b
a
� , ��  ad = bc.   

d
dc

b
ba �
�

� ;   
d

dc
b

ba �
�

� (a > b);   
dc
dc

ba
ba

�
�

�
�
�    �.�. 

 
6�!���!�� ������2��������� �!����$. 

���% �� ��
�� ������� 
d
c

b
a
� , ��#�� ���� �
��
	���� 

��
�. +����
�, d = 
a

cb � . 2��� ��
� d ������
�	% �
��
���� 

���������������.  
 
8	� a, b, c, d – ���� ���
����, �� ���
��� d ��#�� ��	����� 

	 ������� �
��
�� � ��������������� ���
����: 	�����
�!��
 
	����
, 	
�
�
��0%�
 ������� ���, ���
��0� �� ������ ��� 
	��	��'�����!��
 ���
���.  

OA = a, AB = b, OC = c, CD = d (�	. 4). 

�
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A 

B 

C D O  
 

                                                               Q	. 4 
 

1���!� ��	���
�% ��
��
�, �����
�, �
�
�
 �����: �� ���-
��� ��������� 	�������! ��
���!���, ������
����$ ������� 
��
���!����. /�	��� 	����!� ��
�!������ ���
� �
��
���� ���-
������������ � ������� �	������  � �	������  ��	��
 
�����!� ��
�!������. 

 
 7������ ������2��������� �!����$. 
 
1���� x 
��! ��
��

 	��	��'�����!��
 (��� ��
��

 
��
���-

�
���
) �
��� ����� ������ ������� � � b, 
��� �
��� 	��	��'��: 
� : � = � : b ( x2 = ab ).  +����
�, 4 : 6 = 6 : 9 �  62 = 4 � 9. 

 

8	� a, b, x – ���� ���
����, �� ���
��� x ����� 	�������! 
������ 	��	����. Q�		����� ��� � ��, ����#� ���
��� b �� 
���
��
 a (a � b, a = AB, b = BD).  

1) 3�	���� �� ���
��
 a ��� �� ���
��
 ����#��	��. 1�!��     
x – ���
� ��%���!�����!� ��
�!������ 	 !���
����� a  ���
�-
�
� $��!� ���
�� �� !���
���� b  (�	. 5);  

2) 3�	���� �� ���
��
 a – b ��� �� ���
��
 ����#��	��. 1�!-
�� x – ���
��� ��	��
�����, ����
�
���� � �
� � ���� B (�	. 6), 
a – 	
����%, b – 

 ��
��� ���
���. 

 

•

•• •

•

•

•

•

•

a 

b 

b 

b 
x

x

A  B  

C  

D  A  B

C  

D

BDABBC ��2

 
 
                Q	. 5                                                                                Q	. 6 
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3������!� ��	���
�% ��
��
�, �����
�, �
�
�
 �����: 	�-
������! �������, ������
����$ ������� ��
���!����. E�!����� 
	����!� �������� ���
� 	�
��
� ��������������� ��� �	��-
���%  ��	��� �����!� ��
�!������.  

 
8���!�� "������.     
 

'�!��� H
��
� 	����, ��� !
��
��% ����

� ����% 	�����-
��� – �
��
��� 3��!���  ������� 	
�
�
�. ' 
	� �
���
 
��#�� 	������ 	 �
��� ������, �� �����
 – 	 ���!��
���� ���-
�
�.  

������
 	
�
�
 �	��
��
�	% �� ��	���
� ��������� ���-
!��!�������, ������ ���
�
�
 � �
�� ��������� ���!�-
!�������. 2�� ���
���
����% �������%, � 	�#��
��, �
 ��	-
	������
�	% � �������� ��
���
 !
��
��. *	������	% �� 
�
� �������

. 

/ ��
�����
 ������
 	
�
�
 �	��
��
�	% ��
���
 � "+������" 
8����� (III �. �� �.$.), �� ��
	��� ��� ���� �����
. / ��	���	�, 
���� � �
� ���!��
���, ������
 � �	���  �����
�%� 	��� 
��!�
	��
, 	�
��;
	�
	��
���
. 3��#
 ���� �	������
��, ��� $�� 
�������% �	��
��
�	% � �����
  �

� ���
�
�
���
 ��	��-
�	��� 	 $	�
��
	��� ���� ��
�%, ��$���� ��� ����� 	�����
��-
��
 ���
�
�
 � ����
����
  	��		��
. *���� ���� �������� 
	
�
�� ���#
 ����������  ��$��.  

 

)������, ��� ����� � 	��������� ������
 �
�
��
 ���
��� 
3(, 
���  3� : 3( = �( : 3�  ���  3�2 = 3( � (�.  

 

'� ���
�
�
�% 	�
��
�, ��� ���� �����
� ��	� 
	�� 	�
��

 
��������������
 ��� �	
!� ���
���  
!� �
���
� ��	�. E��-
!� 	�����, ������% ��	�� ��� ����	�	% � �
����, ��� �
����% – 
� �����
�. R�
��	%, ��� ��	� 	�	����%�� ������
���� 0,62  
0,38 ���� �	
!� ���
��� (�	. 7). 

 

 

Q	. 7 
 

/��	�� ��	�, 	���%, ��� AB = a, AC = x, BC = a – x.  
1�!��  x2 = a (a – x)  �  x2 + ax – a2 = 0.  

2
15 �

�x a 	 0,62a (x > 0), a – x = a –
2

53
2

15 �
�

� a a 	 0,38a. 

%62	 %38	
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C�
�����
����,  AC =
2

15 � a,  BC =
2

53� a. 

/ !
��
�� ������
 	
�
�
 ������
�	% ���#
 �
�
��
� 
���
��� � ���$�
� � ��
��
� ����#
���. 3�	���� 	 ������� 
�����%  ��
�� ����� �, �
�%��� ���
��� AB ��������� ��-
�����. 

     /�		���� � ���
��� � ���� 
B �
��
�����%� BD (�	. 8) ���, 
��� BD = ½ AB. ��
��� A  D, 
����#� DK = DB  AC = AK. 
     C – 	����% �����. 
     E
�	���
����, 
	� AB = a, 
BD = ½  a  �� �
��
�
 3��!���                

                       Q	. 8              AD =
2

5a , AK =
2

5a –
2
a  =

2
15 � a = AC. 

'�����������
 �	�� 
2

15 �  ���������� ������ 
. 


1
	 1,618. 

���
��, ��� 


1 – 
 = 1. 2�� 
��	��
���
 ����#�
����
 �	��, 

��������

 ���� 	���	����: 
t
1  – t = 1. *�� %��%
�	% ����#-

�
����� ����
� �����
�%  t2 + t – 1 = 0. 
3�
�	����
�% �	�� 
 �
���� ������  ����#
�
� 	 ���#
�-

��� �������� 	��
�#�� ������ 
����: 

;

...1
11

11

11

1

�
�

�
�

�
         .
...1111

1

����

�
  

3���#
�
 �	�� 
 ��	�
�����
����	��� ������%�� ���-

�
� ,...
21
13,

13
8,

8
5,

5
3,

3
2,

2
1,

1
1  �������
� �� � 	�%�� 	 �	��� O��-

����. +������, ��� $�� ����
���% ���������% ��	�
�����
��-
��	�� ���
�
�%
�	% ���:  u1 = 1,  u2 = 1,  un = un-1 + un-2,  n = 3,…  

8
 �
���
 ��
��: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377.  

A B C

D

• •

•

•

•
K
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8	� ��%�� �� ��	�
�����
����� ��
�� un, un-1  un-2, �� �	�� 

1

2

�

�

n

n

u
u 

n

n

u
u 1� %��%��	% ������%�� ����%� �	�� 
, ���
� ���� 

� $�� ����
� �����
 
, � ���!�% �
���
.  
+����
�, 377 = 233 + 144, �.
. un = 377,  un-1 = 233, un-2 = 144. 

233
144

	 0,618026 (
 	 0,618034), 
377
233

	 0,618037, �.
. 
233
144 < 
 < 

377
233 . 

1��� �������, ����
��� ������� 	
�
�
� �� �
��
 ��	� 	 
������ ����#
�
� ��#�� �	��, %��%��
	% ��
��� ��-
	�
�����
����	� O������. 

 
(����: ��������
 	��	��'�� � �� �������
 ���$���� 	��
��� 

	�����!, ����� ��
�! �������! � ��	������! ��� ���
����, 	��-
����
��%��  ��������'��� 
��
����
���� ����.  

 
 
2.6.  ���
��*$+� �$	�	%�	�*$��� � �, ����� 

 
(�	����$ �������!��� ������
��� 	�����!���, 
��� � �
� 

��
 ������� � ��
 ��� �����. 
3�������
 ���!��!����� �	��
��� ��	�� �	��
����	% � 

!
��
���
	�� �������, ��$���� �	�����
 	������
�% �
#�� 
� $�
�
���� ��#�� ������. / ����
		
 �
�
�% ��		����-
����	% ���#
 	�	�����
 ��	� $�� �!��  ���	��	� �
#�� � 
$�
�
����.  

 
*	�����
 �
��
��:  

� 	�����!��$ ��	����$ �������!��� ����
��� �	������� � 
���������! � �	������� ����� ����������; 

� 	�����!��
 ��	����
 �������!���� 	������; 
� ����� ���� ��	����� n-���!���� ����� 180� (n – 2). 

 
*	�����
 �������: 

,
180sin2

n

aR
�

�  ,
1802

n
tg

ar
�

�  
n
n )2(180 ���

�� , !�
 a – ���� 

	������, � – �
���� �!��, r  R – �
���� ����	�� ��	����� 
 ��	����� ����#��	�
�. 
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3�����
	��% ������ ��	���
�% ��������!� n-�!������ Mn 	 
������� �����%  ��
�� ���� ��	����
�� 
�
 � ��
���	�.  

3� ���������� k-�!������ �
!�� ��	����� 2k-�!�����, 
���
� 4k-�!����� , �����
, Mn  �� n = k � 2m, m � 0. *���� 
������ ��	���
�% Mn ��	������� �
��� ��% �
�
���� n. 

3�	���
�% M3, M4, M6 ���	��, ��� ��� ��	���
�
 Mn �����-
	���� �
�
�� ����#��	� �� n ������ ��! � ��	���
�� �!�� 
� 360�/n. A��

 	��#��
 ��	���
�% M10  M5 ����� ��		����
�� 
�#
. 3�	���
�% M5  M15 (� ��
	�
 	 �� 	
�� ��% n = 5�2m     
n = 15�2m) ���
� 8���� � 	��� "+������".  

3����� ���

 ���� ��	%�
�
��, ��
#�
 �
� 
������ 	�	�� 
������� � 1796 !. �
�
��� ���
���� H.O. B��		. '	������% 
��!
����
	�
 �
, �� ��� ��	���
�
 M17  ������� �
�����#-
��	�� ��	���
�% 	 ������� ������ �����%  ��
�� M7  M9 
[33, c.202]. R�
��� ���
� �	
 ����
�% n, ��% ������� ������-
��� n-�!����� ��#�� ��	�����,  �������, ��� 
	� n – ���	��
, 
�� ��� ���#�� ���� ��� n =

k22 + 1. +#
 ���
�
�� �������, 
�����
���% �������	% ���
������ ��% M17  (17 = 

222 + 1): 

173817017317211717234
17

360cos16 ��������
� . 

*�	��
 ��	���
�% M257 �����
� � B��		� ����� 50 	�����. 
 
Q�		����� �����

 ��#��
 �
���
	�
 	������
�% �
#�� 

$�
�
���� 	�����!��� ��	����� n-���!����� �� n = 3, 4, 5, 6, 
	���%, ��� a – ���� 	������, r  R – �
���� ����	�� 
��	�����  ��	����� ����#��	�
�,  S – �������. 

 
'��������� !���������$ � ��!����������$. 
 

Q����	������� ��
�!�����  �������, � ���#
 � ������� 
�����

 ��	�� �	��
����	% � �����
���
	�� �������.  

3� ����� � �%� �
��� a (	������), h (��	���), r, R, S ��% 
�����	������
!� ��
�!������ ���
��� ��
�� ����� ���	�%�� 

�	������
. 8	� h = 2 3 , ��  a = 4, r = 
3

2 , R =
3

4 , S = 34 .  

M����!��� ��% �
��� a, d (��!�����), r, R, S, 	�%������ 	 

���������. 8	� S = 5, �� a = 5 , r = 
2
5 ,  d = 10 ,  R =

2
10 . 
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       3�������� ��
�!�����                             8!� �������     
      (�����	������� ��
�!�����             (��%���!������ ��
�!����� 
        	� 	������� a   ��	���� h )                	 �	����  �!��� 30�  60�) 
 

2
3aRrh ��� ,  R = 2r.                      E��� 	�����:  a, 

2
  ,3

2
aa . 

6
3

3
ahr �� , 

33
3 aaR �� .             (2x, x 3 , x � 8, 4 3 , 4 �  

        .
4

3
2

2aahS ���                             22 , 6 , 2   �.�.) 
   

 
     3�������� �
���
��!�����                       8!� �������  
          ( ������� c� 	������� a )                               ( ������
��
����  
                                                                           ��%���!������ ��
�!����� ) 
                     

a a d

 
 

E�!����� �������� �����
             3������ $��!� ��
�!������ 
	������ � 2  ���: d = a 2 .            %��%
�	% ���#
 ������
��
�- 

r = 
2
a ,  R = 

2
d  = 

22
2 aa
� .            ��� ��%���!������ ��
�!���- 

  S  =  a 
2  =  ½ d 

2.                           ���� 

R 

r 

a 

a 

a h a 

2

2 3

30
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'��������� ��!��������$  (�
���!��) 
 
0���� ���	��� 	������ ��������!� �%��!������  ��	�-

���� 
!�, ����#
� �
��
�� ��% ��������!� �
	%��!������. 
 

������� 	�����!��� �	������� � ���������! �
�������!-
���� ����� ���!#
�� ���
��� �������, ����
�
����� � ���$�
� � 
��
��
� ����#
���. 

                                          .������
�!���� 
 

/ ��
�!�����
 AOB: AO = BO = R,      

 AOB = 
10

360�  = 36�,   A  =  B = 72�.  

3���
�
� �		
���	� AC �!�� A. 
*���������
	% ��
�!����� ACB  
ACO – ������
��
���
.  

'�

�: AB = AC = OC.  
3� 	���	��� �		
���	� �!�� ��
-

�!������: 
AB
OA

CB
OC

�  � 
OC
OB

CB
OC

� ,  

            Q	. 9                     OC2 = CB � OB = AB2, �.�.�.   
 
'� �
��
�� 	�
��
�, ��� 	������ ��������!� �
	%��!������ 

���
�
�%
�	% ��	���
�
� 	�
��
!� ��������������!� ���
���  

��$���� ����� 
2

15 � R. 

������� AD ��������!� �%��!������ ����� ����
���� 
��	��
 h ��
�!������ ABC, ����
�
���� � �
���� A, ��$���� 

AD = 2h = 2AB cos 18� = )15( � R � 5210
4
1

�  = 5210
2

�
R . 

 

3��
�%% ��!����
���, ��������� ��	��� ��#�� ���� �
� 
	���������% 	������ �
	%��!������, �����
�, � ��%��-
�!�����!� ��
�!������ 	 !���
����� OA.  

1�!�� h = OA sin 36� = 5210
4
1

� R.  

 

'���,  a5 = 
2

5210 R
� ,  a10 = 

2
15 � R. 

A
B 

C

O
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•

•
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•

•

•
•

•

••

•

•

 
 
                                                      Q	. 10–11 



B���� 2    
______________________________________________________________________________ 

 

33

 

��
�����
����, ��% ��	���
�% ��������!� �%��!������ 
�
������� ����
��� ����	 ����#��	� � �����
�  	�
��
� 
�����
�, ��	����� ��������� �
	%��!�����  	�
���� 

!� �
���� �
�
� ���� (�	. 10).  

��
��%% �
�
� ���� �
���� ��������!� �%��!������, �� 
������ ��
������$ 	�����!��$ 	������!��� (�	. 11). 

'	������% ��!, 	�%!��
��
 	������� ��	����� ������-
��� �
	��!������  �
	%��!������ ��� ������, ��#�� ��	�-
���� 	������ ��������!� �%��������!������. E
�	���
����, 
��!�, 	�%!��
��% 	������� ��������!� ��	����!� �%�������-

�!������, ����� 
15
1  ��	� ����#��	�, �.�. 

10
1

6
1

15
1

�� . 

 
 '��������� #�"!��������$  (!
�	�!��) 
 

3�������� �
	��!����� ���
��� ��
�	����%�� 	�	����
�-
��� � �
	� ��������� ��
�!������� (�	. 12) � � ��
� ���-
��� ������ (�	. 13), �
��� ����� �
����. R�������
 �-
	��� ��#�� ���#
 	����� ������
����� ���
��%� ���� �� 
���	��	��. '�����#
�% – �
���
, �� �
 %��%��	% ��!�%����.  

                               

                      
                    Q	. 12                                                                    Q	. 13 
 

C ��
��� 	�������!� %	��, ��� ����	� ��	�����  ��	����� 
����#��	�
� ��������!� �
	��!������ ����� 	����
�	��
��� 
��	��
 h  	�����
 a ��������!� ��
�!������, � ���� 
!� 
��!����
� d1  d2 ����� ����
���� ����� $�� #
 ���
����. 
��
�����
����, ���� ���
���� � ��������� �
	��!�����
 ��-
��#���	% �
�
� ���� ���
����, 	�%������ 	 ���

 ���	��� �!�-
��� – ��������� ��
�!�������. 
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'�

� �	�����
 	������
�%: 
          

          r  = 
2

3a ,      R = a.  

          d1 = a 3 ,      d2 = 2a. 
 

          S = 6 
2
33

4
3 22 aa
� . 

 
 

 
(����: �������
 ������#
��� �
��� ��
�
����� 	�����!-

��� ��
���!����, �������� � 	�����!��� #
������!���� ���-
�� 	�����! �������! � ��������! ��
��
��
 ���
��� �
� 	���
-
�
��� �������
����  ��� �
��
�� �������.   

 
2.7.  ��-��	�	
+ ��	��� 

 
R����
�
 �2 + b2  = "2  (�, b, � – ����������
 �	��) ������
�	% 

�����
� 3��!���, � ����� ����������� �	
�, �����
����%��� 

��, ��������	% 	���������� ���$����.  

*��� � ���
���
����� �
�
�� $��!� �����
�% � ���!����� 
������ �	
� � = 3, b = 4, � = 5. 1�
�!����� 	 ���� 	������� 
��!�� �������� 
�	
�����.  

3��!����� ������ �	
�, �
 �
��� ���
!� �
��
�%, ����-
�
!� 1, ���
� �������� �
	��������. E�������, ��� ������ %��%-

�	% �
	�������� ��!��  ������ ��!��, ��!�� ��� 	 �����	��� �� 
���%��� �
���� ���� �	
� 	������
� 	 ������� �	
� 2xy, x2 – y2, 
x2 + y2, !�
 x  y (x > y) – ������ ���	��
 ����������
 �	�� 
������ �U���	�. ��
�����
����, ���!������ ���
� �
	���
��� 
���!�,  �	
 �� ��!�� ���� �����
�� �� ��������� ��������. 
/��	�� 	 ������� ���
�
���� ���
 ������ �
���
 ���-
!������ �����:    

 
x = 2 y = 1 a = 3 b = 4 c = 5 
x = 3 y = 2 a = 5    b = 12   c = 13  
x = 4 y = 1  a = 15 b = 8    c = 17 
x = 4 y = 3 a = 7   b = 24   c = 25  
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3��!����� ����� �
�� ���!� ��
�
	��� 	���	��.  
+����
�, 	����
���� ���
�#�
�%:  �) ���% �� ���� � �	
� 

a � b ������ 3; �) ���% �� ���� � �	
� a � b ������ 4; �) ���% 
�� ���� � �	
� a, b � � ������ 5; !) � �
	�������� ���!�-
����� �����
 � � �
�U���, �  b �
�� ������ �U���	��. 

*�
����, ��� 
	� (�, b, �) ���!����� ������, �� (ka, kb, kc) 
���#
 ���
� ���!������ ������� (k � N). 3�����
� �����

 
�����
��
����
 ����� �� �
�
� !
��
���
	�� �����:  

 
3, 4, 5   6,  8,  10  9,  12, 15   12, 16, 20 15, 20, 25 
5, 12, 13  10, 24, 26  15, 36, 39  20, 48, 52 25, 60, 65 
8, 15, 17  16, 30, 34  24, 45, 51  32, 60, 68 40, 75, 85  
7, 24, 25  14, 48, 50  21, 72, 75  28, 96, 100 35, 120,125 

 
(����: �
������
 	�������� ���$�� 	��
��� 	�����! ���-

����!, ����� 	� ��
0%���� ���� ������ �� ���$�� �������! 
��
�!
 

 ����� �
� 	���
�
��� �
��
�� �������, � ����
 
����� �������! 	���������
 ���$��. 
 

8	� ������� ��		����
���
 �����
�
  ������	% �����	��, 
�

� � ����������
 �
�
�% �����
�
  � 

n + b 

n  = � 

n ��% ����!� 
n > 2, �� ������ ����
���� A������ �
��
�� �. 9����, ����-
��% ���
�#��
�, ��� $�� �����
�
 �
�
�� �
 �

� (1635 !.).  

H�� ��
	���, 	�� O
��� �
��
�� �
 �������, �� ���
�#���, ��� 
�������
��	��� 
�� ��
	���. 3����
�� ������	� ����� ���	���, 
��� �� ����%#
� 350 �
� 	��
	������ 	����� ��
�
	 ���
��-
���� ����
�
�  ����
		������, ������
 ��
���#� ���!� 
��#��� �������
��	��.  

' ������ � 1993 !��� ���
����
	�� �� ������ 	
�	����-
��% ����	��: ��!��	�� ���
���� 2���� /���	 �����	��� ����-
��� �
!
������� �
��
�� O
���. 

2��� ���
����
	�� �
������� ��	������ ������, ��� ��	�-
����
�	% ��� ��
�� ���� ���!�� 	�
���	���. /�
	�
 	 �
�, 
	��
	���
� ���!� !������ �
���������, �����
���� � ����
		
 
�������
��	��� �
��
�� O
���, ������
 ��������� ��%�
 �� 
	���
�
���� ���
�����. "+��� � ���
����
	��� ��
 �
 ��-
#
� 	���
����	% � ���, ��� ��	�
��%% �
��
�� O
���  !���
�� 
Q���� �
�� ������
 ����
�
" [31].    
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2.8.  ��$$+� � (�	�&
	�*$+� ;����$�+ 
 &�����    
 
3� �
�
� �	
� !
��
���
	�� ����� ��#�� �
�������� 

�������� �����
  ����������
 $�
�
��� �!���. 8	� ������ 
����#��	��, �� $�� �����, ��� ������ ����#
�
 

 �
����  
���� ����	�. `
��� ����	�����  �
����#
�. 8	� ���� ��
 
�
�
	
����
	% ����#��	�, �� ����
 ����	��  �
����� 
����#��	�
� 	�
��
� 	����� ��
	���� ��� �
����� $�� 
����#��	�
�, ����#
�% ���
� �
�
	
�
�% ����#��	�
�, ����#
-
�%  ���� ���
����, 	�
��%��� ����� ���� � ��������� 
�
���
� ���
�  ��. 8	� � �������� ��
�!�����
 ��
��
�	% 
����
	� ���
��� ������
���� ����� � 
!� 	�����, �� ����#
�
 
 ���� ����!� ���
��� %��%��	% �
���
�
�
����. 8	� ����� 
��
�!�����, �� 
!� 	�
��
� 	����� ��
�!������� ���
!� ���, 
�.
. �����	�������. '��
	��� ��� �
 �
���� �!���  ���� 
	�����, ������
 ������ � �	��� �����. 

*����� !
��
���
	��% ������ 	���
�	% �	�
�
�
���$, �.
. 
������, 	��
�#���	% � 

 �	���, ��	�������, ����� ��������-
�� ������� �	���
. +� �
������� ���������� ������, 
��� 	��
	����� ���������
 ������. 2�� �����, ��� ����� ������ 
� �	��� ����� ����� ����	��
� �
	������ �������� (���
 ��� 
� ��) ��	����#
�%, ��	���
�% �!�� � � $�
�
����.  

/�-�
����, �	���
 ��#
� �
 ���
�
�%�� ��	�������!� ��	-
����#
�% ���
�  �!��. 1��, ��
	���, ��� ����#
�
 �
���� 
��	����� ����#��	� ��
�!������ ���	� �� ��� ��
�!������ 
�� �!���; ����� ��	��% ����#��	�  ��%��� �
 ���
�
�%
� 
���������� �������	��	��, 	��
�#���� �
��� $��� ����#��	�; 
��	���
	% ����#��	� �
 ���
�
�%�� 	��	�� ��	��%, ������� 
��#
� ���� �����
��� � ��
���  �.�. /�-������, � �	��-
�%� �
������� ����� ��#
� �
 �����%��	%, ���
 ���
�� (�!��, 
��!  �.�.) �����. +����
�, 	������, ��� ����� � �
�� ���
��� 
AB �� ��	�, ���� ������� n  m, �� �
 ��
	���, AC � BC 
����%
�	% m; 	������, ��� �	�����% ����
� n  m, �� �
 
��
	���, �����

 � �
���

 �	�����
 ����
� ����� m;  
	������, ��� ��
�!����� ������
��
����, �� �
 ��
	���, ���
 
��
 
!� 	������ ����� �
#�� 	����  �.�.  

 

(����: �
�������� �%��
�!�� � ��
�������
 ������������! 
������
 ������, ����� �
 ��	�����! 
� �����$ ���
�	�
��'��  
� ��������
�! ��
 ��������
 �������� �
#
���.    
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2.9.  >����? � �	(	�$����*$+� (	���	�$�@  
 
Q
�
�
 ������	��� !
��
���
	�� ����� �����
�	% 	 

�
��
#�. / ����
		
 �
�
�% ����� �
��
#-�����	�� (
!� ���� 
����	% ������ �
���� �� ���) ��#
� �
	������ ��� ���
�%��	% 
���

 ��!�%����  ���������. +
 	����
��, ��� ����� ����-
�
���!� �
�
�% ����� ����
��
� �������
����� �
�
�
�� �
�-
�
#�. / ��!
, �� ��#
� 	��
	��
��� �������	% �� �
���������-
��!�, 
	�, �����
�, ���
� �	������
��, ��� ��
�!����� %��%
�-
	% ���������, ����� 	��#� ���
���� ����#��	�  �.�. 

3���
		 �!�����
�% �
��
#� � 	��#��� �����
 �������
� 
����
		 ��	�
�����
����!� �����
�% ��!����� � ���!������-
���  �� ���%���� ������ �	��
�	% �� ������ ��
���� 
��	���, � ������� �����%�	% �������
����
 �
��
#. +�!�%�-
�

 ���� �� �����#
�
 �	
� $����� �
�
�% (�������
 �����-
#
�% 	���%� �� ���
� ��
���������� !������ ������, 
	
�
�� ���!�!�������  �.�.). ����
�
���
 ���!������
 
	�
�	��� ������%�� �� $��� �����	� �
� ���!���������% 
(�����
� ACDSee ��������
	� 	����
� !�
��
�	����
 	������, 	��
�#��
 
��
��
��� ������� ��	����#
���
 �	��� (Activities/Create/HTML), ������%
� 
���	�������� �	��� ��� 	����� (Tools/Slide Show); � ���
�
 �����
	��� 
!
��
�� DG (dghelp@ukr.net) ��#�� ��������
	� ��	��������� ����!���
 
��	���
�
 �
��
#�  �.�.).  

+� ���

 ��#�� ������� ������
, � �
 ��		���
 ���	�
 � 
�������� �����
	��� ����
		
: 	���	��%�
���� �
���� �����, 
���	������� � ��	�#�
� �
�
��  ���	��������� 	��� ����� 
���� (�
� ������!� �
���% ���
�� ����#��	��, �
 	��
�#����	% 
� �	���). /
��%���, � $��� ���� � !������ ����, �� ������� 
���

 ��
��
����, � 	
!���% ���
��
 �����������
 �
���-
��! (������
 ����� ����� � 	
� Internet, ���!�����-��
��-
#
��, !�
��
�	����
 �����
���, ������
��-���
�����  �.�.) 
�
 ��!�� ������
��� ���
��� ��;%	�
�
 ���
�%, ������� �
 
������ ����	���
� ��������. 

/ ��
�����
� �����
 !������	� � ������ � �	��� �����. 
/
��
�	% � ������ � ���
���. ����� ��
�!�����. �	��, ��� 
����
 
!� 	��	��
���� $�
�
���� (�
���  	�����) 	�
��
� 
	����� ���
�
�
���� ���#
 �
����, ��	���, �		
���	�, 
���� � �
�
	
�
�%, ����#
�% �
����� ��	�����  ��	����� 
����#��	�
�  �.�. H��
 � $�� ��;
���� �����#��� �� �
�-
�
#
? /	
 ���	� �� �����  ������� �
�
�% �����. *�������-
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��� �
���
����� �
�. 3�����	% 	���� �������		 �
#�� 
��!�%���	���  	��#��	��� �
��
#�. 1��, �
 ��%���
���� ���-
��#��� ����#��	��, 
	� ��� �!����
� � �����
 (��#�� �!���-
���	% �����#
�
� ����	� � �����	� ��#
 �
� �
!�); �
 
��%���
���� �����#��� �	
 ��;
��� �� ����� �
��
#
 (��#�� 
	���������� ����	��
 �
��
#)  �.�.  

/�
	�
 	 �
�, 	��
	����� ����������
 	��
�� ��	�����
�!-
��� 	�����
��$, ������
 ��	�� ���
�%��	%. 3��
�
� �
����-
��
 � ��, 	������% ���	��� ���		����� ���� ����: ���-
�
�
 �!��  ������
�
 �!��. 

 

*����
��
 
� 3���
�
�
 �
��
�����%���, ��	�� �	
� 	��
�� 	 �
��� 

�����
�% ��%���!������ ��
�!�������  ���
�
�% �
��
-
�� 3��!���, ��!����
�� � �����% (����
�
�
 ����-
	�� ����#��	� � ���� ��	��%, ��	�� � ����
�, �����
�
 �!-
���, 	������ ������� 	����
�	��
��� �
��
�����%���  �.�.). 

� 3���
�
�
 � ���!��!�����
 ���
���, ������
����!� ����� � 

!� 	����� 	 �
��� ���
�
�% �����% (� ��	���	� ����
�
-
�
 	�
��
� ��, 
	� � �	��� ������ 	
�
��� ���
���). 

� 3���
�
�
 � ����
� ���
���, ������
����!� ����� � 

 ��-
����� 	����� � ��!����
� 	 �
��� �����
�% ��
�!������ 
 ������
��!�����  ���
�
�% 	���	�� $�� �!��. 
 

.�	���
��
 
� 3�	���
�
 ������
��!�����, 
	� ������ �
���� ��
�!���-

��� 	 �
��� ���
�
�% 	���	�� ������
��!�����. 
� 3�	���
�
 �	����!��
����� �!��� (�����
�, ����#��	� 	 

�
��� ���
�
�% 	���	�� ����, ��	��
�����  �!���). 
� 3�	���
�
 	��
������ �!��� ����	�
���� ��%���, 	�-

�
�#��
� �����-��� 	������ ���!��!������, �.�. ��	�� �-
!��� ���
��� �
 ������ ��
�	����%�� ��� ��	�� ���!�� �!���, 
��  ��
�� 

 �� �
��
#
 (���
�%��	% ���#
 �
��������% 
	��
��%, �������, !����
�%). 
 

5
����������
 ��	�����
�!��
 	�����
��� – ��� � 	���� 
$��
������ ��
��� �
�
�% �����.  

 

(����: ��	�����
�!��
 (��	�����
�!��
) 	�����
��� – ��� 
��%
���
���$ ���	 �
#
��� 
��
����
���� �����; ��������-
��
 	��
�� ����� 	�����
��$ �
�������� ��	������!, � �
����-
������
 – 	�����
���! � �	����. 

�
�

� �

� �
�

�

�



B���� 2    
______________________________________________________________________________ 

 

39

 

2.10.  ��@�+� � 	B���$+� ��	���+.  
          ��	B,	���+� � �	����	�$+� %��	
�@ 
 
1
��
�� ��	�� ���������� � ��
 �	������ ��
���#
��: 

"8	� …, �� …". +����
�, "8	� ����������#��
 	������ 
�
���
��!������ ������� �����, �� $��� �
���
��!����� 
	�� 
������
��!����". 3������
 ��
���#
�% ���	����� ������ ���: 
A � B. 0��
�	%: � A 	�
��
� B. A ������
�	% ������
�, B – ���-
�0�
��
�. Q�		����� �
�
�� ��
���#
�
 B � A, � ������� 
������
�
 ��
������	� � �	���
, � �	���
 – � ������
�
. / 
���
� ���
�
 ������: "8	� �
���
��!����� 
	�� ������
��-
!����, �� 
!� ����������#��
 	������ ������� �����". 2�� 
�
��
�� %��%
�	% �������$ � �
���� �
��
�
. 3�
���#
�
�, 
�������� � ��
���#
�� A � B, ������
�	% ��
���#
�
 B � A. 

+
 �	%��% �
��
�� �

� ��������. +����
�, �
��
�� � 
�
��������� �!��� ��#�� 	������������ ���: "8	� �!�� 
�
��������
, �� �� �����". *������% 
� �
��
�� ���� �� �����: 
"8	� �!�� �����, �� �� �
��������
". M $��, ���
���, �
�
���. 

/ �
� 	����%�, ��!�� �
��� ��� ��
���#
�%: A � B  B � A, 
!����%�, ��� �	���% A  B ��������!��,  ���� A � B. 
0��
�	%: A �����	���� B.  

Q�		����
���
 �����
�% 	����� ����#��� ���!� 	��	�-
���; �
������
 � �� ������� � 	�
����
� �����
: 

 

a) 
	� �
��� A, �� �
���  B, 
�) B 
	�� 	�
�	��
 A,  
�) A 
	�� ����������
 �	���
 ��% B, 

 
A � B 

!) B 
	�� �
��������
 �	���
 ��% A. 
a) ��
���#
�% A  B �����	����, 
�) A �
��� ���� � ���!�� ����, ��!�� �
��� B, 

 
A � B 

�) A 
	�� �
��������
  ����������
 �	���
 ��% B. 
 

5
��������
 �	���
 – �	%��
 �	���
, �
� ������
�% ����-
��!� �����
 ���
�#�
�
 �
�
��� (����� �
���
��!����� ��� 
���������, �
�������, ����� 
!� ��!���� ��� �
��
��-
���%���). .���������
 �	���
 – �	%��
 �	���
, � ������!� 
	�
��
�, ��� ���
�#�
�
 	����
���� (
	� 	������ �
���
�-
�!������ �����, �� ����� �
���
��!����� – ������
��!����). 
5
��������
 � ����������
 �	���% �������� 
�
 �
�����-
���  ��	�������� 	���������.  



 
 
                                              � � � 
 �  3  

 
                     '���>�-���#�"� 

 
 
 

/ �
	%��� ���		
 �����
�	% ���
�
 	�
�
��
��. R	��#-
�%��	% �
��
#, �
������� ���	����	��
���
 ������#
�
, , 
�
��	�����, ���#�� ���� ������
 ����� �
�
�% ����� �� 
�����
��. / ��	�������� � 	�
�
� ���!�����
�� ����
	%?  

H 	�#��
��, ������� ��
#��
� � ��������. 1
�� �� ���-
��
�� �����	� ���������� (�����
�� ����#
�% �
� 
	��	��	���
� 	�����
�
 �	�� ��	�� �� ���
�
 ���
���� � 
����
), � ���	��
 �����, ��� ������, ��� ���	������� 
���
�
�
 �
��
��, ���
���� �� ����
.  

+� ����
�
 �
�
�� ����� – �
��;
��
��% 	�	�����% ��	�� 
���
�% !
��
��. / ����
		
 �
�
�% ����� ��
���
�	% ���-
�
�
, ����
��%��	% �
��
��
	�
 ����%  ������������	% ��-
��� � ���
�
�%. 

 

��� ������!�� �
#��! ������ 	� 	�����
����?  
3�
#�
 �	
!� �
������� 		�
����������  ������� ���-

�% �� ��
��
��. *��� � ����
�
���� �������� $��
������ 
�
����� ����
�% %��%
�	% ���������
���$ �
���, ������� ��
�-
����!�
� ������
�!��$ ��&
� �����!��� ��
�
��$. ��
	� ��
	��� 
�����!% 	 ��������. <��!� � �������� 	�	���� ������	�, 
	�
�%��� ���� �!�� �� 	���������? / �������, ���  � ���-
������ $�����, ��	�������	% ��!�
	�
  �����
	�
 ����-
�
�%, ������
 ���� �� �����	�%�: 	���	��� ��	�������� 
����!���� !
��
���
	�� �!��, �����#��
 �������
����
 
��	���
�%, �	��
	����
 !
��
���
	�
 ��
���������%. '�
�-
�� 	�����
����
 �	��
�
 �	������, 		�
�����
  ������#
�
 
	��
	������ 	�%�
�  �����
�� ��
�
� ����� �
���� �
�
�% 
�����. 

 

��� ����%��! ������
�!��$ ��&
� �����!��� ��
�
��$?  
/�-�
����, ���
 	�
�
�% ��#�� ���
���. / ��
�����
 ��%-

��	� �
����: ������-�
��
��, �	����
, �������
, ��0�
��
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������  �.�. 2�� �����, ������
 ��	��  $��
����� 	����-
����	% �� �
�
� ���!� ����� ���%�� 	 !������ �
��
��� 
!
��
��: �
��
��� 3��!���, �
��
��� ��	��	��, �
��
��� 
	��	��  ��. 3�
������
���

 �
��� ������-�
��
��, �.�. 
��� � �� %��%��	% �
��
��� � �
�	�����
� �������� 
��
���
, � ���!
 – �������. / ���!�� ��
���
 � ��� ��!�� 
���
�%��	%. 3� ��	���
� ���	� !
��
�� � �
!� ��������	%, 
� �	������, �
��
��, �
�������
 ��% �����%  ���
�% 
�
��. '� ����
	��� �!����
��, ����
�
�
 ��
���#
�� �� 
�
��
��  ����� ����	�
����  �	�����.  

	������ 25 �����-!�����  � 	�
����
� !���
 ��		����� 
���
��, � ������� ���
�
�
 ��� � ��� �����-�
��
�� 
�
�
	��������  ��
� !������ �
� �
�
�% (������	��� �����-
���
��� ��%�� � �����%���� 	������� [1]  [2]). 1
� �
 �
�

, 
�������� �	�����%, ������ ��� �����
���
	�
 ����� ��#�� 
�
����, ���
�%% �������
 �
, �
����  ��
��.  

/�-������, �����-�
��
�� ��#�� ������ ����	��. 1����� 
��	�
 $��!�  ������!� ����
	��� 	���	��%�
���� �
�
���� 
����� ��#�� !������ � �����
 �����
�
�% 	��	��
���!� ����� 
 ���������% !
��
���
	��� ����, ������� ������ !�-
����� �����

, �
� ������ !�����
 �
�
�%  �������
��	���. 

 

' 
�
 ��� ��#��� ���
���%.  
'� �����
���� � ����� �����-�
��
� ��#�� �������� ���!
. 

+����
�, � ���� c���	�� ��!������ loga xp = p logax, xqa
log  =   

= 
q
1 logax ���
��
� �������: p

a
xqlog  = 

q
p logax (x >0, a > 0, a } 1). 

M����!���  � !
��
��. R��
�#�
�%: �	%��% ����� ����#-
��	� 
	�� 	�
��

 ��������������
 �
#�� ���
����  

 
���
��
� �� ���
��, ������� ������� �
�
� ��� � ������ 

�����  
ah

bcR �2  (������� A�����!����), – ���
���� �#
 � ���� 

�����-�
��
� (4  23, 6  14 	����
�	��
���).  
 
*	������%	� �� ������
	��� ����
, ��#�� ���
�#����, ��� 

�����$ � ��
��$ 	���
�
��� ���
�
���� �����-�
��
� �����-
����� ��� �
#
��� 	�����
����
���� �����, ������ �� #���!��� 
��
������, 	������� ����	��
�!��� �����
��� � ���#�
 ��
���
 
���
�
��� � ���!#������ ����	������ �����. 
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���%?$	��* (�����, �����
�!��
, ���) 

 
 

 

1

 
 
 

E��
�� ����#��	�, ������%�� �
-
�
� 	
�
��� �����, �
��
�����%�
� 

�. /
���  �������
 ���
�#�
�
. 

 

2

 
 
*��
�� ��	��
�����, ����
�
���� � 
����#��	� � ����� ����, �����.

 
A

B 

C

D
•P

 

3

 
8	� 3(  �D ����� ����#��	�, 
�
�
	
����
	% � ����
 P, �� 
                  3P � (P = �P � DP. 

 
 
 
 
 

A

B 

C

O 4

 

R!��, ��	����� � ����#��	��, ��
�%-

�	% �������� �!����� �
���� ��-
!, �� ������� �� ����
�	%. 
��
�����
: ��	����
 �!��, �����-
�
	% �� ����  �� #
 ��!�, �����. 
 

���
���
�!��
 ���$���� ����������. 
 

/�	����
 �!��, ������
	% �� ��-
����� ����#��	� (���
��), ��%��
.  
 

 
 
 
 

 

5

 

 

R!��, �
���� ������!� ��
 (�����) 
���!�, ��
�%
�	% ���������	��� (��-
��	�����) ��!, �����%��	% �
#�� 
!� 
	������� ( � ������#
�%� �� �
�-
��� �!��).  
R!��, ������������ ��	��
�����  ���-
���, ��
�%
�	% �������� ��!, ����-
�%�
�	% �
#�� 
!� 	�������. 
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���%�	�*$�� (������, �
�����, ����
������) 

 
 
 
 
 

 

6

 
/�	��� ��
�!������ � � ������-
#
�% �
�
	
����	% � ����� ����
 (��-
���
���
).  
 
8	� ��
	��� 	������ ��
�!������ a, 

b  �, ��  h = 
a
S2  � a = 

h
S2 , !�
 h – 

��	���, ����
�
���% � 	�����
 a, S – 
������� ��
�!������, ���
�
�%
��% �� 
������
 B
����. 

 
 

 
7

 
<
���� ��
�!������ �
�
	
����	% � 
����� ����
 (�
���
 �%#
	�)  �
�%�	% 

� � �����
� 2 : 1, 	���% �� �
��-

��.  
422

222 acbma ��� . 

 
   

8

 
<
���� ��%���!�����!� ��
�!����-
��, ����
�
���% � !���
���
, ����-
��
� 
!� �� ��� ������
��
���� ��
-
�!������, � ���� 
U ����� ������
 
!���
����. 
/
���  �������
 ���
�#�
�
. 
 

 
 
 

l

 

9

 
A		
���	� l �!�� ��
�!������ �
�� 

!� �������
#���� 	������ �� ��-
�
��, ��������������
 ���� ���!� 
	�������, �.
. a : b = a1 : b1.  

 l = 11baab � . 



B���� 3 
_______________________________________________________________________________            

 

44

 

 
 
 
 

A B

C

M N • •
10

 

8	� ��%��%, ������
����% 	�����
 3( 
��
�!������ 3(�, �
�
	
��
� 
!� 	��-
���� 3� � ����
 M, � 	������ (� � 
����
 N, �� ��
�!����� 3(�  MNC 
�������.  
��
�����
:  �M : MA = CN : NB. 

 
 
 

 
 
 

11

 

8	�
�
�
��
 ���� ��
���!����. 
 

/ ��
�!�����
 ����� �����
!� �!�� 
�
#� ������% 	������, , ��������.  
3�	�� a, b, c – 	������ ��
�!������, 
���e� � – ��������% 	������.  
�2 > a2 + b2: ��
�!����� – �����!������;  
�2 = a2 + b2: ��
�!����� – ��%���!������; 
�2 < a2 + b2: ��
�!����� – �	����!������. 

 
���%?$	��* � ���%�	�*$�� 

 
 

 

12

 

/� �	%�� ��
�!����� ��#�� ��	��� 

��	��
���� ����#��	��. 8U �
����� 
%��%
�	% ����� �
�
	
�
�% �		
���	 
�!��� ��
�!������.  
9���
������ ��� 
��! .�.�., ���	���-
�
���� ������ ��� � ��������� ���-
�
���� �� 
� ������. 

 
 
 

 
 
 

13

 
*���� �	%��!� ��
�!������ ��#�� ��-
	��� 
��	��
���� ����#��	��. 8U �
��-
��� %��%
�	% ����� �
�
	
�
�% 	
�
��-
��� �
��
�����%���, ����
�
���� � 
	������� ��
�!������. 
�
�
�����$ 	
�	
�������� � ���
��� 

��! .�.�., ���������
���� �� ���'�� 
���
���. 
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14

 
Q���	� ��	�����  ��	����� ����#-
��	�
� ��
�!������ �����%� �� ���-

�����:  
p
Sr � ,   

S
abcR
4

� . 

a, b, c – ���� 	�����, S – ������� 
��
�!������,  p – 
!� �����
��
��. 
 

��
�����
: � ��%���!������ ��
�!���-
��
 c !���
����� c:  

         r = 
2

cba �� ,    R = 
2
c . 

 

 

 

15

 

��
�����
 �� �
��
�� �������.   
 

*����
�
 	������ ��
�!������ � 	-
��	� �������
#��
!� 
� �!�� ����� 
���
��� ��	����� ����#��	�, �.
. 

Ra 2
sin

�
�

  � a = 2R sin �.  

 
���%?$	��* � ���+��,%�	�*$�� 

 
 
 

A   

B   C   

D
16

 
E�% ��!� ����� � �
���
��!����� ��#-
�� ���� 
(����* ����#��	��, �
����-
���  ��	�������, ����� 	���� ��� 

!� �������
#��� 	����� ��� ���-
��.   

AB + CD = BC + AD. 
 

 

A

B 

C
D

 

17

 
E�% ��!� ����� ����� �
���
��!���-
��� ��#�� ���� 	(����* ����#��	��, 
�
�������  ��	�������, ����� 	���� 

!� �������
#��� �!��� ���� ����� 
180�. 

 A +  C =  B +  D  = 180�. 
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>��+��,%�	�*$�� 

 
 

 

18

 

8	� ��!���� ����������� ����
� 
������ �
��
�����%���, �� ���� 

 
��	��� ����� ���
 	�
��
� ��, � 
������� ����� �������� ��	��� ���-
�
�, �.
.  S = h2. 
 

 a  

b

2
ab �

2
ab �• ••

 
 

19

 

8	� �	�����% ����������� ����
� 
����� a  b (a < b), �� 

 ��	��� �
�� 

�	�����
 b �� ��	� 
2

ab �   
2

ab � . 

A�����% � $�� ��	�
� ����� 	�
��
� 
�� ����
�. 

 

 

 

20

 

���
���
�!��
 ���$���� ���	
'��. 
 

3�%��%, ������%��% �
�
� ����� �
�
-
	
�
�% ��!����
� ����
�  ����� 
�
�
	
�
�% ������#
�� 
U ������� 
	�����, ������� �
�
� 	
�
��� �	��-
���� ����
�.                     
 

 
 
 
 

a   

b   

d    1
d2

 
21

 

��
�����
 �� �
��
�� ���������.   
 

����� ��������� ��!����
� ������
-
��!����� ����� 	���
 ��������� 
!� 
	�����, �.
.  2

2
2

1 dd � = 2 (a2 + b2). 
 

 
 

d    1d2

 
22

 

3������ ����!� �
���
��!������ ���-
�� ������
 �����
�
�% ��!����
�, 
����#
����� �� 	��	 �!�� �
#�� ��.  
S = ½ d1d2  sin �.  
C�
�����
: ������� �
���
��!����-
��, � ������!� ��!���� ������ �
�-
�
�����%���, ����� ������
 ����-
�
�
�% ��!����
�.  S = ½ d1d2. 
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G���$�� (�	(	�)�	$��*$+� 	���&�� 

 
 
 
 
 
 
 
 

a     b     

c    
a´   b´

h

•

23

 
/�	��� ��%���!�����!� ��
�!������, 
����
���% � �
����  ��%��!� �!��, 
������
� 
!� �� ��� ��
�!������, ��-
������  	�������.  
8	� � $�� ��
�!������� ��%�� 	���-
�
�	�����
 ��
���
 $�
�
��� x, y, 
z, ��  x2 + y2 = z2. 
 
3�	�� a  b – ���
��, h – ��	���, ����
-
�
���% � !���
���
 � ��%���!�����!� 
��
�!������, a'  b' – ���
�� ���
��� 
�� !���
����.  
1�!��  a2 = a' � c;   b2 = b' � c;   h2 = a' � b'. 

��
�����
:  h = 
c

ab . 

 
 

 

A
B 

C

D

•
•

•

•

M    

N   
 

24

 
'� ���� 3, ��%��� ��
 ����#��	�, 
����
�
�� � �
� ��	��
����% 3(  ��
 
	
���
, �
�
	
����
 ����#��	�� � 
������ �  D,  M  N 	����
�	��
���.  
1�!��  AB2 = AC � AD.  
 
��
�����
:  AC � AD = AM � AN. 

 
 

•

•
a  

h   

b

25

 
 
 
 
 
 

/�	��� ��	����� ����������� ����
-
� 
	�� 	�
��

 ��������������
 

 
�	������, �.
.  

 
h  = ba �   �  h2  = ab. 

 

 



 
                                            � � � 
 �  4 

 
                                            �#�"������ '���>-���#�" 

 
 
 
4.1.  ������������ �	
��+ 
 
��
�����
 ������
	�� 	��
���  ��
��� ���	�
��, ��-

�
�
���� �#
, ��#
� 	��	��	������� ������ �
���  ��	�� 
����������� �
�
�� !
��
���
	�� �����.  

 
� '����!� �����"!�:  
3��!����� �����: 3, 4, 5;    5, 12, 13;    8, 15, 17;   7, 24, 25. 
�������
�% � ��������� ���!��!������� (	�. 2.6). 
H������� ����������� �	
� �� 11 �� 20, 	��	��� ����
�
�% � 

������� �	
�, ����������	% ����� 5,  ����#
�% �� 11. 
3����� �
���	� �� 2, 5, 3, 9. 
O������ sin (� – �) = sin �, cos (� – �) = – cos �  (cos 120� = – ½).  
 
�/�2��������  ��������!� (������ � ���2�""� ����"�����  
3����� ��	�� ����� � ������ ��% ���	�
�% ������ ��
-

�!������ ��#�� ���	��� 
2

ah , ha
�

2
, 

2
ha �   ����� ��
�% 	��	�-

���: ���������
�
�
 �	�����% �� ��	���, �����
�
�
 ����-
��� �	�����% �� ��	��� � �	�����% �� ������� ��	���. 
1�
�% 	��	���� ����������  ���	�%��. +����
�, �� a = 13, 
h = 14 ����
 ������� ��	�
���. 8	� �����
�
�
 – �
������� 
����
#�������, �� �
�
���#��� �
 ��%���
����, ��� ��� �� 
��	�
����� ���	�
�%� �����#�� 	�����
�
. 

 
+��� ������� ������
��
���!� ��
�!������, 

�	�����
 ������!� ����� 60, � ��	���, ����
�
���% 
� ������� 	�����
, �
�� 

 � �����
� 7 : 18, 
	���% �� �
����. 

 

'� ��%���!������ ��
�!������� ACH 
 ABH: AH = 24x, AB = 30x (����� 7, 24, 25 
 3, 4, 5, ����#
���% �� 6). '�

� 30x = 60 
� x = 2. SABC = 12x � 25x = 12 � 100 = 1200.   

7   x

18   x
25   x

60
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� 9��!�"� �����!����"$� ��!�����!�����!� (������ � 
������ ����"�����, ������"� � �� (�����  
(�	�����
 !
��
���
	�
 �������
��	��� �
��
�� 3��!���, 
������� 	�����
���!� ����#
�% (a + b)2  =  a2  + 2ab + b2  �.�.). 

 

E���#�
, ��� 
	� ��!���� ����������� ����
� ������ �
��
����-
�%���, �� S = h2 , !�
 S – �������, h – ��	��� ����
�. 

 

3�����
� ���
�%
��� �
��
�� ���: ���-
���� ����
� ����� �����
�
�� 	���� ��-
���� 

 �	������ �� ��	���. +� 	���� ����-
�� �	������ ������ ����
� ��
���� ����� 


 ��	��
, ��$����  S = h · h = h2. 

 
3� �
�
� �%�� ����� ���
���� �������
�	% ���
�#�
�
, 

���
����

 � �
��
�� 3��!���  	���	��� ���������	�: 
�������! ��������� ���� ���������, 	���
�
���� �� ����$ ����� 
� 	����$, ����� �������� ��������� �� 	��
�'�$.  

E
�	���
����, AB2 – AC2 = BH2 – CH2, 
��� ��� AB2 – BH2 = AC2 – CH2 = AH2.  

 

/ ����!����%�, 	��
�#��� ����#��	-
�, �
���� ��
�!������  �.�., �����	� 
��������� ���
�%�� ������%�� �����
-
�
�%� ���
����, 	������% 	��
�����
 
���� ��� �	����!��
����
. 
BH2

 – CH2 = (BH – CH)(BH + CH)  = BC � BN =   

= MN  � MC = MN  � BN = BC  � MC (���� M  N 	��
����� 
������ B  C ����	�
���� ���� H).  

 
3
�
���% � ���
���, ������ �����
 �� ��, ��� �����	�%-

�����
, ��
!��������
 ���
�
�
 ������ 	�����
���!� ����-
#
�% 	 !
��
���
	�� ��
���������%� �����!��� � ��-
�
�
�� � ����
		
 ��
���������% ��!����
���
	�� ����#
-
�� (�����
�, �����	�� ��������� cos2� – sin2� ��#�� ���
��� 
�� cos2�, 1 – 2 sin2�, 2 cos2� – 1, (cos� – sin�)(cos� + sin�), cos4� – 
– sin4�  �.�.). 

 

(�860) '� ����� ���� A ����
�
�� � ������ ��%��� �
��
�����%�  ��
 
��������
. +����
 ���� �
��
�����%��, 
	� ��������
 ����� 41  50, � � 
���
�� �� ������ ��%��� ����	%�	% ��� 3 : 10.  

502 – 412 = (10�)2 – (3�)2,  91 � 9 = 13� � 7�,  � = 3 (� > 0). '	����% 
���� 	���: 22 941 � = 5032 �  = 42516 �� = 4 � 5 � 2 = 40.  
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E���#�
, ��� AB � BD = R2 – r2, !�
 R  r – ����	� ����
����
	�� 
����#��	�
�. 

 

3�	�� O – ���� �
��� �������� ����#��	-
�
�, OA = OD = R, OB = r. 3���
�
� ���
�� 
�
��
�����%��� ����
 AD. R2 – r2 = OD2 – OB2 = 
= DM2 – BM2 = (DM – BM)(DM + BM) =               
= (AM – BM) � DB  =  AB � BD, �.�.�. 

 

8	� �������
 ��
���������% ���������	% 
!��������, �� ����
 	���������� �
�
�
���
 ��% �������
�% 
�
���. 1��, ���
��� ��#�� ��������� �
�
� 2x, �!�� – �
�
� 2�, 
��!�� � �
�
� 	��������	% � �������  �.�. /����
, ����-
������� ����� �������
�� ��#
� 	��
	��
��� ����	��� �
 
������ ���	�
�%, ��  �
�
�
 �����. 

 
� 	���"��!� $�3��1 �������� � (������ �� �%���!����� 
+
�
��� ���������

 ���� �����
�
�
, �����
�
 � 

	���� �
	������ �
���.  
 

(�1914) 3
��
�� ����� ���
� 48, � 	���� ��� ��!����
� ����� 26. 
+����
 ������� �����. 

 

*������� ��!���� ����� �
�
� 2x  2y. 1�!�� 
!� ������� 
����� 2xy. 3� �	���� 2x + 2y = 26.  x + y = 13,  x2 + 2xy+ y2 = 132. 
*�	��� 2xy = 132 – (x2 + y2) = 132 – 122 = 25, �.�. x2 + y2 – ������� 
	������ �����, ������ �
��
�� 
!� �
��
���.  

'���, �
���� x  y, 	��
�#��
	% � ��	�
���� ������
, 
���
���� �
 ���	�%�	�.  

 

E���#�
, ��� ������� S ��	����� ��%���!������ ����
� ����� �����
-
�
�� 

 �	������ a  b.  

������� ��
��	% � ���, ��� r = 
ba

ab
�

, !�
 

r – ����	 ��	����� ����#��	�. / ��%��-
�!������ ��
�!�����
, !���
����� ������!� 
	��#� ������% ������% 	������, ���
�� 
���
��� �� !���
���� ����� a – r, b – r, ��-
	���, ����
�
���% � !���
���
, – r. 3� �-

�
	���� ������
 r2 = (a – r)(b – r). *�	��� r (a + b) = ab, �.�.�. 
3����
���
 ���
�	��� �����	���� ��������
����. 8!� �
��% 
��	�� ����#�
� ������� ����
� – �����
�
�
 ������� ��-
	��� (����	�) �� 	���� �	������. 
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+����
 ������� S ������
��!�����, 
	� 
!� ��!���� ����� p  q (p > q), 
�  �	���� �!�� ���
� �.  

3�	�� AC = p, BD = q,  A = �. 
3���
�
� CE � BD, CH � AD  ��
�
� 
�������
�% AD = x, DH = z,  HE = x – z. 
1�!�� S = AD  · CH = x z tg� = ¼ tg� (4xz) = 
= ¼ tg�((x + z)2 – (x – z)2) = ¼ tg� (p2 – q2), 

��� ��� �����	�� ��������� ���
��� AH  HE ����� �����	� 
��������� ��������� AC  �E. 
 
� �"�������!� ���(��!���"$�� ������  
M�!
������%  �������
����% ��
�������% ���
���� – 

�
��
#��
  �������
 ����
		�, �� �
 	�
��
� �������� � 
��!��	��
  
��	��
 �
� ���
����
	��!� ���������%. M��-
�
��
	�
 �������, 	�%������
 	��	��� ���	�
�� ��� $�
-
�
���� �	����� ���#
	��  	���	��� !
��
���
	�� �!��, 
�
��	�����, ���
��� � �����
��.  

1��, ��	��!������
 	������, ����
�� � ������ ��!�� ��
��-
��� ����
	��� ���	�
�� � 	��
	��
��� ����	��� �; 
��
����� �	�� �	����!��
����� �
�
�
����, ��� 	������ 
� �����
.  

3�%	�� $�� �� 	����
�	������ �������. R �
�, ��� �
 ������ 
	 ��
��� ����������� ���	�
��, �
�
�% ��!�� ������� 
���
�
�
���
 ������	�, ���% ���	�
�% � �� �
 ��
��0� 
���
 	���
�
��� ��������!��������. 

 
/�	��� ��
�!������ ����� 48. 8
 �	�����
 �
�� 	������ �� ���
�� 20  

36. /��	��
 ���
�� ��	����� ����#��	�. 
 

/	
 �	�� � �	��� ������ 4, ��$���� �
�� 
������ ��% 	����
�	��
���!� �������!� ��
�!���-
���, 	������% ����� �	����� ������: 12, 5, 9. 
+���
� ������
 	������, ���
�%% ���!����� 
����� 5, 12, 13  3, 4, 5 (����#
���� �� 3). '� 
���� ����� 13  15.  

E��
�� ��	����� ����#��	� ���
� ��	�-
���� ���� 	������ ��
�!������  	��	� ���-

����
#��
!� 
� �!��. '�

�: 15 : 12/13 = 15 · 13/12 = 65/4.  
R�����% ��$���
�� �����%, ������ 4, �������
���� ����-

��: 65/4 · 4 = 65. 

x-z

q  p

12  

5  9
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/ ������
��
���� ��
�!�����
 ������% 	������ ����� 60, � �
��
�� 192. 
/��	��
 ��		��%�
 �
#�� ������ �
�
	
�
�% 
!� �
���  �		
���	. 

 

R�
���� �������
 �	�� � 12 ���.  3����
��
��   �������  
�	�����% ��
�!������ 	���: 16 : 2 = 8  8 – 5 = 3. 1�!�� ��	��� 
(�
����  �		
���	�), ����
�
���% � 
!� �	������, ����� 4.  

H���� 	����!� ���
��� ������
#�� ��-
	��
, ����
�
���� � �	������, ��$���� ����
� 

!� ���� ��� �����	�� ��� ��	�
� ��	���, 
���
�%% 	���	��� �		
���	� (�����
�
 
3 : 5 � 3/8 �� ��	���), 	���	��� �
��� 
(�����
�
 1 : 2 � 1/3 �� ��	���)  ��-

����% ��$���
�� �����%, ������ 12.  �
�
�

�
�
� �

3
1

8
3  · 4 · 12 = 2. 

 

(�10.034) '� ����� ���� ����
�
�� � ����#��	� ��
 ��	��
����
. E��� 
��#��� ��	��
����� ����� 12, � ��		��%�
 �
#�� ������ ��	��% ����� 14,4. 
*��
�
��
 ����	 ����#��	�. 

 

BH = BC : 2, ��$���� BH = 7,2. ���
��, 
��� 12 : 7,2 = 5 : 3. *�	��� 	�
��
�, ��� 	��-
���� ��%���!�����!� ��
�!������ ABH 
�������������� �	��� 3, 4, 5.  

/ �������� 
�� ��
�!�����
 ABO 	��-
���� ���#
 �������������� ��������� �	-
���. �����, ���
� AB 	��
�#� 4 ��	�, � 

���
� OB 	��
�#� 3 ��	�. OB = 12 : 4 · 3 = 9. 
 
� 	����!����� ������!� ��"����� ������  
/�
	�
 	 ��������� ������
���� �
��
#��, �	����
 �����
 

����	��� ����!��� ����	��� � ���	���� �
�
�
.  
 

/ ��
�!�����
 ABC AB = 4, A� = 17 , B� = 5, AD = 1, D � AB. +����
 
��		��%�
 �
#�� �
����� ��	����� ����#��	�
� ��
�!������� DBC  ADC.  

 

D � AB, ����� BD = 4 – 1 = 3. 1. �. B� = 5, 
�� ��
�����#�, ��� ���� 	����� ��
�!���-
��� DBC �������� ���!����� ������ 3, 4, 5. 
Q��
�	��� 42 + 12 = 17 	���� ��% ��� 	����� 
��
�!������ ADC. �����, DC � AB.  

`
���� ����#��	�
�, ��	����� ����� 
��%���!������ ��
�!������� – 	
�
��� � 

!���
���. 1��� �������, 	����
 ��		��%�
 ����
� ��� 	�
�-
��� ��� ��
�!������ ABC. ½ AB = 4 : 2 = 2.  

5 

3

••

A

B  

C  

O H  

12  
7,2

1  3  

5  17••

AB 

C

D
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(� 3550). /���� ��
�!������ �
��	% ��
 ����. Q�		��%�% �� ����� � 
�� �� 	����� ��
�!������ ����� 1, 3  15, � �� ���!�� (� ��� #
 ���%��
) – 4, 5 
 11. +����
 ����	 ����#��	�, ��	����� � ������ ��
�!����� (	�. 91). 

 

3�	�� N  M – �����
 ����. 3�	�-
��� ����� P ���, ����� M ���� 	
�
�-
��� ���
��� NP.  

/ ��
� �����������	% ��%���!���-
��� ����
�%� c ���
� ������� 	������� 
NP �����
 ��		��%�% (��%��
 ����� � 

���
�: 1  4, 3  5, 15  11) ����� ����� ����!� � �	������  
	�
��
� ��. /��	�� �����
 �	�����% ����
��:  

2 � 4 – 1 = 7;    2 � 5 – 3 = 7;    2 � 11 – 15 = 7. 
1��� M, N, P ��	����#
�� ����� ��
�!������, 	�
�����
��-

��, P – �
��� ��	����� � �
!� ����#��	�  

 ����	 ���
� 7. 
 
/ ���� 	�
����� �������, ����
 �	����� ������, 	��
	�-

�
���� ���� !��
� �
��
#. 
 
E�� ������� ABCD. +� 	�����
 AB  �� ��!���� A� ��%�� 	����
�	��
��� 

���� P  Q ���, ��� AP : PB = 3 : 2, AQ : QC = 4 : 1. +����
 �
���� �!��� 
��
�!������ PQD. 

 

Q�����
� ������� ABCD �� 25 ����� 
���������. / 	�� �	���% ���� P  Q 
	��#�� � �
�����. 

*�� � ���
�
���� �� �	���
 ��%-
���!������ ��
�!������� ������
�	% 
� ���!�!� 	 ������� �������� �� 90� 	 
�
����� Q. �����, $� ��
�!����� ���-
��  � PQD – ������
��
����  ��%��-

�!������. /
���� 
!� �!��� 	���: 45�, 45�, 90�. 
  
(�10.216) E�
 ����#��	�, ����	� ������� 4  8, �
�
	
����	% ��� ��%-

��� �!��� (����	�, ����
�
���
 � ���� � ���
� �
�
	
�
�%, ������ �
��
�-
����%���). +����
 ���� ���
� ��	��
�����.  

4   4   

4   

4   

8 

8 

8 
•

•
•

•

• •

•
•

•

•
•
••

•

 M N 
P  
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����������� �
��
# (	�
��) ���
�
� � 	���������� ���	�
-
�%�. 3�	�
�����
���� ������: ������� ��		��%�% �
#�� �
��-
���: 42 + 82 = 80; �����	�� ����	��: 8 – 4 = 4; ���	�� �
��
��-
���%� � �
���� �
���
� ����#��	� �� ����	 �����
�, ���
���, 
������
�����  ������ 	������: 1680 �  = 8.  

+� 
	� �
��
# ���
����� (� �
���
)  �
�����
���� ��
��� 
(	�����), �� ���	�
�% �
 �������%�	%. 

 
� +��%�$� ������!� !�$"! ������, ����������!� ��#����  
'��
	���, ��� �	�����
 ����� � ����
� ������%�� ����� 

�����
 �	�
�
�
���
. *����� �
������� ������, ��� ����� 
��#�� ���		�������� ��� �
�	�
�
�
���
, 	
�
�	�
�
�
���
, 
	�������
����
, ���������
.  

 

5
�	�
�
�
���
 – $�� ����� ��� 	 �
������ 	�	����� �	��-
�%, � ������� ��	��	����� �
������
 �����
, �
�������
 ��% 
�
�
�% �����, ��� 	 �
	������������ �	���
�, � ������� 
�
��	% �	
 �����
, �� �����	 ����� ��� ��������
��
�	%.  

 

/ ��
�!�����
 ���� 	������ �

� ���� 8, � ���!�% 10. +����
 
���� ��
��
� 	������. 

 

+����
 ������� ����
�, �	�����% ������� ����� 8  10. 
 

�
�
�	�
�
�
���
 – $�� ����� 	 ��������� �	���
�, � 
������� �
��	% ���
 �����
, �
 	������
��
 � �
�
�, � 
��� ��	�����
 �
�������
 ��% �
�
�% ����� �����
. 

 

+����
 ������� ��%���!������ �� 	�����
 a, ��!���� d  �!�� � 
�
#�� ��!����%�.  

 

+����
 ������� ��%���!�����!� ��
�!������ 	 ���
��� 9, 40  
!���
����� 41.  

 

+����
 �
��
�� ��%���!������, 
	� ���� 
!� 	����� ����� 1,2 
 3,4, � ������� ����� 4,08. 

 

/ �
���� �����
 ��% ���	�
�% ������ ��	������� ����� 
���� ������ � ���
�
���� ��
�. Q
�
�% ������  ��
��
� 
����� �
 	�������� ����
�% ���� !���
����  ������ ��%-
���!������, �� ��% ������� �
�
�% �
 ���
 ��
���	%, ��� 
�����
 �
 �������
���, �.
. 92 + 402 = 412    1,2 · 3,4 = 4,08.  

 

��������
����
 – $�� �����, �	���
 ������� 	��
�#� ���-
����
�
 �
#�� ������. 

 

+����
 �
��
�� ��%���!������, 
	� ���� 
!� 	����� ����� 1,2 
 3,4, � ������� ����� 5,6. 
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+����
 ������� ��
�!������ 	� 	������� 3, 4  8.  
 

*��
��� BD %��%
�	% �		
���	�� ��
�!������ 3BC. +����
 DC, 

	� AB = 30, AD = 20, BD = 16   BDC =  C. 

 

3
���% ������ �������
���, �.�. ������� ��%���!������ 
����� 4,08 (	�. ���
).  

E��� 	����� �� ������ �����
 �
 �����
����%�� ��
	����� 
�
���
�	��� ��
�!������: 8 < 3 + 4 – ��#��.  

3������
�
 �
#�� ������ � ��
��
� �����
 ������#�, 
���	��, �����
�, ��$���
�� ��������������	� x ����% 
�������� 	��	����,  ������ �� $��� �����
 ���
��.  

DB = BC (�� �	����  BDC =  C),    
BC = 3x, D� = 2x ((� : D� = 30 : 20). 

*�	��� 3x = 16, x = 
3
15 . � ���!�� 	������, 

�� ������
 ��% �������� �		
���	� BD: 
162 = 30 · 3x – 20 · 2x. �����, 50x = 162,       

x =
25
35

50
256

� . 
3
15  � 

25
35 – �������
�
. 

�	��, ���  	���
������� ������ ����!����� �
�����#��. 
����	�����, �����
�, ��
�!����� ABD, �� ��	���� ���
� 
��
�!����� BDC ���, ��� ��� ���
��� BC ���
� ������ ���
��� 
BD, ��� �!�� CBD ���
� ������ �!�� DBA. +����
 	���-
	��%�
���� ���� �		
���	� BD, �
 �������
����� ������. 

 

 
(��������
 – $�� �����, �	���
  �����
 ������� �
 ���
-

�
�%�� !
��
���
	��� ����!����� ���������� (	�. 2.8). 
 

������� ������
��!����� ����� 3  5, � ��	��� 4. +����
 
!� �������. 

������� ������
��!����� ����� 4  5, � ��	��� 3. +����
 
!� �������. 

E��� ����#��	�, ��	����� ����� ������
��
���!� ��
�!������, 
����� 5�, � ���� 
!� �	�����% ����� 3. +����
 ������� ��
�!������. 

 

/ �
���� �����
 ������
��!���� ���
�
�%
�	% ����������, �.�. 
��	��� ��#
� ���� ����
�
�� ������ � �
���
� 	�����
, ��$���� 

!� ������� ����� 12. /� ������ �����
 �����#�� ��� �������  
������� ������
��!����� ����� 12 � 15. / ��
��
� �����
 ���-
�
� ���
�� ����#��	�, ������ 5,  ���
��, ��� 	��
	���
� ��� 
������
��
���� ��
�!������, ��	����� � ������ ����#��	��  
��	���
���� �� 

 ����
, ������ 3, ��� �� �	�����. 

30 

20 

16 

2  x

3x
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� '�!��!�"� ����(����������!� �"����� ������  
Q
�� �
� �
 � ��������� ����� (������� ��
���� ����� 	 

������
	�� 	��
�#��
� � ���!
 ����� �� ��������
), � 
� ���!��, �����	����� 

 ����������
, 	 �
��� ��!�����	%, ��� 
���� �
�
�
. 1��, ���
�#�
�
 � �������
��	��
 ������
#-
��	� ��
� ���
� X, Y, Z ����� ��%��� ��#�� �
�
������������: 
�) ��������, ��� �!�� ZYX – ����
������ (	�. 92); �) ��������, ��� 
�!�� BYX  CYZ – �
��������
 (c�. 17.3)  �.�.  

 

(�330) E�
 ����#��	� �
�
	
����	% � ������ A  B, AC  3D – � ���
�-
��. E���#�
, ��� ���� C, D  B �
#�� �� ����� ��%���. 

3
�
��������
� �	���
: ��������, 
���  �BD – ����
������. 3���
�% ���-
�� AB, ������
� ��%��
 �!��:  �BA =  
=  DBA = 90º (���
���
����
 	���	��� 
����#��	�). �����,  �BD = 180º  
����� B �
#� �� ��%��� CD, �. �. �.  

 
ABCD ������� 	� 	������� 6 	�. 1���� M – 	
�
��� 	������ BC. N � CD,      

CN : ND = 1 : 2. +����
 ������� ��
�!������ AMN. 
������� ��
�!������ AMN – �����-

������
 �	��, ��$���� ���
�%�� ������� 
B
���� ��% ���	�
�% 
!� ������ �
��-
��������. 3
�
��������
� �	���
: ���-
� �����	�� ������
� ��������  ��
� ��%-
���!������ ��
�!�������, !���
����� ��-
����� 	��#�� 	������ ��
�!������ AMN.  

*�
����%  �����	����% ����������� 
�����
���� ������
� ���	�
�%: 

SAMN = 6 � 6 – ½ (3 � 6 + 3 � 2 + 4 � 6) = 6 � (6 – ½ (3 + 1 + 4)) = 12. 
��
��
� �������� �
� �
�
�% $��� �����, ������% ���
-

�%
�	%  � �
������� �������
��	����.  
 
E���#�
, ��� �� ����������� ���	��	� �
���% ��	����#�� �����	�����-

�� ��
�!����� ���, ����� �	
 
!� �
���� �
� �
���	�
���
 ���������.  
 

3�
�����#� �������
  ��		������% ��%���!����� ABCD 
(c�. �	. � ��
�����
� �����
), 	������ ������!� ������%� �
�
� 
�
���� ��������!� ��
�!������ AMN, ������ �������
�
, 
�.�. SABCD, SABM, SMCN, SAND – ����������
 �	��, AM2 – �
��
 
�	�� (AM 

2 = AB 

2 + BM 

2), � �
���� ¼�AM 

2 3  – �����������. 

A

B 
C D• ••
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� 9%�3���!�"� � ����������%��"!� ����������� �!��!� 
 

/��	��
����
 ���� �
�
��� �����%� � ���
���� ��#��� 
���
���, ��$����, �
�� ������, ��%���
���� ����
�%��
 ���
� 
�������� 	��	����. '�
% �
�
�� ��
�
�, ��#�� ���
��� 
�����
���� �
����� ���� � ������,  	���% ���
� ���� � 
��
	���� �
��� �
��
	����, �
��� �����
���� ����� ����-
��. 2�� ���U#��� 	��	�� 	����������%. / �������� 	����
, 
��#�� �!������	% ������� ���
��, 	���	����%% �����
  	��-
��
 �
����, ������%% � ������% ����!����� �!��, 
����� ��
���	% � 
!� �������������	�. 1��, ������� ��
�!���-
��� ��#�� 	������ 	 �������� 	��
�#��
!� 
!� ��%���!���-
���, ���� �
��
�����%�� – 	 ����� ���������  �.�.  

+� �
 �	%�� "��#���" ���
� ��#�� 	����� ���	��
����� 
������. 3�����, �����
�, ������
����
 �	�� ��� ����
� 
�� ���	�
� ������ ��
�!������ �� ������
 B
����, ��#-
�� ���� � ������, ��� ����� ��
�!����� �
 	��
	���
�; ��-
���� ������
����� ���� ���
��� – � �
�
���� ������� ��	-
����#
� ���
� �� ��%���  �.�. 

 

(�10.003, � 1673) / ����������� ����
� ���� �	�����% 21, 9  ��	��� 8. 
+����
 ����	 ��	����!� ���!�. 

 

8	� ��������� ON �
�
� x, � OM 
�
�
� 8 – x (M  N – c
�
��� �	��-
����, O – �
���), �� ���
�%% �
��
�� 
3��!���  ������%, ��� OC = OD ��� 
����	�, ������: 

2
2

2
2

2
21)8(

2
9 xx ��

�
�

�
�
�����

�
�

�
�
� ,  64 – 16x = 

22

2
9

2
21

�
�
�

�
�
���

�
�

�
�
� ,  x = – 

16
13 ,  

�.
. ON < 0. *�	��� 	�
��
� 	�
���� �����, ��� ����� N �
#� 
�
#�� ������ M  O. E
�	���
����, AH = 6, AB = 10; DH = 15, 
DB = 17. / ��
�!�����
 ABD 	������ ����� 10, 17, 21  �� – 
�����!������, ��� ��� 212 > 172 + 102. 

 
� '����!� � �"������!������ �$��3��"!� 
8��������! ���
� ���! ������ ���� ��� �
����. E�% �	%-

��!� ��
�!������ ��	����%  ��	����% ����#��	� 	��
	����� 
 ���
�
�%��	% 
��	��
���� �������. E�% ����������!� �
��-
�
��!������ �����!���
 ���
�#�
�
 �
�
���. ���
	������
 
����#��	�
� ��
	� ��#�� ���������� 	 ������� �
��������  

8-x
O
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��	�������� �	���� (�����-�
��
�� 16, 17). ����� ����������, 
��� �	����!��
����� �!���, ��#
� ���� 	�%��� 	 �������
��-
��� ��	���
�%�. +� ��
�
� � ��		����
�
 ����� ����#-
��	� �	����� ��� � �����

  $��
������  �
�����  �
�
�% 
	��#��� �����
���
	�� ����� (	�. 5.3).  

8	� ����#��	�� 	������
�	% � �
�
�, �� � �
���� ��
�
�� 
����
����  �	
	������
 ������
 	�%�����
 	 �
� �!��, � ���#
 
���
�� �
�
	
�����	% ����, ��	��
�����, 	
����  �.�. 

 

/ �������� �
���
��!�����
 ABCD  BCA = 20º,  BAC = 35º,  BD� = 70º, 
 BDA = 40º. +����
 �!�� �
#�� ��!����%� $��!� �
���
��!������.  

 

'���� �	����
 �����
, ���
-
��, ��� �����
�
 !����	��� �
� 
�!��� � ���� ����� ����� 1 : 2.   

Q�		����� ��	����� ����#-
��	�� ��
�!������ ABC ��� �	��-
��!��
�����. *�� 	��
	���
�  
��-
	��
���. '� 	���	�� ��	�����  
�
��������� �!���  �	����� ���-
��� 	�
��
�, ��� D – �
��� $��� 
����#��	� (!).  

'	������% �
�
�� �����
���� 
����!�����, ������ � �����-

�
��
���!� ��
�!������ ACD (AD  CD �����
 ����	�):  
 �AD =  D�A = (180º – 40º – 70º ) : 2 = 35º.  
'� � APD  (P = AC � BD):   APD = 180º – 40º – 35º = 105º. 
'���, 	����
 �!�� ����� 105º  75º. 
 
� 0� ��%����!� � �������!����� ��"!������  
 

Q�		����� ���
�� �� ��	���
��
  �����
��
 (	�. 2.9).  
  

/ ��%���!������ ��
�!�����
 ABC c ��%��� �!��� � 
�
���� BM ����� 6,  MBC = 15º. +����
 ������� ��
�!�-
����� ABC.  

 

E������ �	����, ��	���� ��
�!����� BCM1, 
c��
������ ��
�!������ BCM ����	�
���� 
��%���, 	��
�#��
� ���
� BC.  
MA = CM = CM1, ��$���� ��
�!����� BCM1, 
BCM, BMA 	 ���
� ��	���� BC – ������
��
.  

'�

�: SABC  = 
1MBMS =  ½ · 6 · 6 · sin (2 · 15º) = 9. A

B 

C M  M1
• •

•

6
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/ ����
� �
����% ��!����� �
��
�����%��� �	�����%�, � 	���� 

 
�	���� �!��� ����� 90�. *��
�
��
 ������
 	������ ����
�, 
	� �	�����% 
����� a  b  [24, c.133]. 

 

Q�		������% ������������
���
 ����� – ������ ����
��  
��%���!������ ��
�!�����, 	����
 ������
 	������ ����
� 
����
� �� �������� ��% ���
��� ��� 	�
��
��������������� 
���
���� (������-�
��
�� 23):  AB = )( baa � ,  BC = )( bab � . 

 
3������ ��
�!������ ABC ����� 12. 1���� L ��	����#
�� �� 	�����
 BC 

���, ��� ��%��% AL ������� �
�
� 	
�
��� M �
���� CK. 0
�� ����� 
������ ��
�!������� ABL  CML? 

 

3���
�
� KP � AL. 1. �. K  M – 	
�
-
��� AB  CK, �� KP  ML ����� 	�
��� 
��%� ��
�!������� ABL  CKP. 

*�	��� CL = LP = PB,  BL : BC = 2 : 3. 
�����, SABL = � SABC =  � � 12 = 8. 

SCML = ¼ SCKP  = ¼ � � SCBK = 
6
1 (½ SABC) =  

= 1/12 SABC  = 12/12 = 1. 
 
 

����
����
. R�
��
 	���������
 �������
����� ��	���
��  ������-
��������� ���
���� � �
������� 	����%� �����%
� �� ���
�
�% �������� 
�
��
� !
��
��:  0
��,  <
�
��%,  �
�!����,  /��-*�
�%  ��. 

 
Q���
�
 �!��� �� ��	� ��#
� ���� �	������ �
� �
�
-

�%. '��
	��� ��
�
	��
 �����  !���������, 	�%�����
 	 
����
�%� (����
���%�) !
��
���
	�� �!��.  
 

/ ��%���!�����
 3 � 4 ��	����#
�� 6 ���
�. E�������, 
��� ����
�	% ���� ���
�, ����
���� ���� �� ���!��, �
 ���

 

�
� �� 5 .  
 

'	������% �������
 ����
�% ��%���!������ 
�� 5 ��	�
�, 	�
��
� 
!� ���, ��� �������� �� 

(D)  

(B)

K 

L 
x

x

x
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�	���
. '� 6 ������ ���
� �� �����
� �
�
 ��
 ���#��	% � ����� 
� ��	�
� �� ������ E���
 (5.8).  

N
!�� ��
��, ��� �� ����� ����
� �������

 ��		��%�
 
�
#�� ������ ����� �!��� ����� 5 . 

 
� '�������!� �"�%�� ��!��� ��$���!���"!��  
 

.������
�!���� �� 	��������. 
 

(� 784). +� 	������� �������!� �
���
��!������ ��� �� ���
���� ��	�-
��
�� �
���
 ���!�. E���#�
, ��� �� ��������� �
	� �
���
��!�����. 

 

3�	�� ����� �
���
��!������ 	��
	���
� �����, �
 �����-
�
#���% � ������ � �
���
� ���!��. 1�!�� 
!� 	������ ����� 
���� � $��� ���� ��� �	���� �!��� (	�. ������-�
��
�� 4). 
+� $�� �
�����#��, ��� ��� 	���� �	
� �
���
� �!��� ����� 360�.  

 

����'�	 .�����
 (	�. ����
� 5.8). 
 

E���#�
, ��� �����	������� ��
�!����� �
���% ������� ����% �
���� 
�����	������� ��
�!�������. 

H�#��� � �
���� ��
�!������� �
 ��#
� ��������� ���

 
����� �
���� �����!� �����	������
!� ��
�!������. 

 

������� ���$�
�. 
Q�		����
�
 "������" ��;
���� (��#���
� ����, �!����� 

����, ����#�
���� ����#��	�)  ������ ����
�� (���
��-
�
� 	������, �������
!� �	��, ���
�	��� � �
���
�	��
, ��
-
�
����!� 	����%) ��#
� ���	������ �
� �
�
�%  ���� ���
�-
��� �� �	
� 	���%� �
�
�% ����� (c�. 68.2). 

 

E���#�
, ��� �����
�
�
 ����� ���� 	����� ��
�!������ �
 �����
 
�����
�
�% 
!� �
��
��� �� ����	 ��	����� ����#��	�, �.
.  ab � Pr. 

 

+���
� 	 ���
�	���, ��
�����#�, ��� ab = Pr. /	�����, ��� 
�����
�
�% 	��
�#��	% � �������� �������� ��% ���	�
�% 
������ ��
�!������, � �
���:  S = ½ ab sin �    S = ½ Pr. 
�����, ab = Pr, 
	� sin � = 1 (� = 90�). +� sin � � 1 ��% ����-
������� ����
�� �, ��$���� �
��� �
���
�	��� ab � Pr, �. �. �. 

 
� ', �����
�, !�����
: "'��!������ – ��!� ������" 
 

2�� !����� 
�
 ��
��
 !�
�. R	�
���
 ����
�
 �
���-
��#�� �
� �������� ��!���������!� ������
�% ���

 ���
�-
��!�. / !
��
�� ��#��� ��! ��
�
� �	������
�	% �� ���

 ��-
���
���� ����%�. 

1.1.

1.2
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4.2.  ���������� �	
	�-����� 
 
 

 

 
 

1

 

 �����!� �$��3��"!�, ������;�� ��-
��� "������� ����, ��������$������ ��.  
	���� � �%��!��� �!���3�����.  
 

 

1.1. (� 260). E�������, ��� 
	� �
�
	
�� ��� ����
����
	�� 
���!� 	
���
�, �� ��	� 	
���
�, �
#��
 �
#�� ����#��	�%�, 
����� �
#�� 	����.  

.������
�!����
 

3�	�� 	
����% �
�
	
��
� �����
 ��-
��#��	� � ������ A, C, D, B ���, ��� 
���� C  D �
#�� �
#�� ������ A  B.  

1�
��
�	% ��������, ��� AC = BD.  
3���
�
� ���
�� �����
� ����#-

��	� �
��
�����%��� ����
 AB  �
�
-
	
����� 

 � ����
 K. *� 	��
�#� ��-
�
�� �
���
� ����#��	�, �
��
����-
�%���� ����
 CD. 3� �����
-�
��
�
      

AK = BK  CK = DK. /����% ����
��� $� ���
�	���, ������: 
AK – CK = BK – DK, �.
. AC = BD, ���  ��
������	� ��������.  

1.2. (�10.322). / ����#��	� 	 �
����� O ����
�
�� ����� 
3(, �
�
	
�����% ���
�� � ����
 <  	�	����%���% 	 ���
���� 
�!��, ������ 60º. +��� 8<, 
	� 3< = 10 	�, � (< = 4 	�.  

 

*
#
��
 
 

3� �	����  NMO = 60º. 3���
�
� 
���
��, �
��
�����%���� ����
 3(  
�
�
	
����� 

 � ����
 N. 
     1�!�� AN = BN = (10 + 4 ) : 2 = 7 (	�), 
NM = 7 – 4 = 3 (	�).  
     / ��
�!�����
 MON:  ONM = 90º,     
 NOM = 30º, MO = 2 MN = 2 � 3 = 6 (	�).  

 

8��
�: 6 	�. 

A

B 

M 

N 

O
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A

B 

C
M H L 

D

••
•

•

•• •

•

1.3. (�825). E���#�
, ��� � ����� �
������
��
���� ��
-
�!�����
 �		
���	� �
#� �
#�� �
�����  ��	����, ����
-
�
���� � ��� #
 �
����. 

 

.������
�!���� 
 

*���#��	�� �
 ������ � �	��� 
����� %���. +� ��� 	��
	���
� ��-
����, ��� ����� �	%��!� ��
�!������ 
��#�� ��	��� 
��	��
���� ����#-
��	��.  

3�	�� AH, AL  AM 	����
�	��
��� 
��	���, �		
���	�  �
���� ��
-
�!������ ABC.  

3���
�
� ���
�� 
!� ��	����� 
����#��	� �
��
�����%��� ����
 

BC. *� �
�� $�� �����  	�%!��
��
 
� ��! �������. ��
����-
�
����, ���
��� ������
#� ����� M, � ��� � 
!� ������ 
	������
� 	 ������ D, � ������� �		
���	� �!�� A �
�
	
��
� 
����#��	�� ( BAD =  CAD). 

1��� �������, ���� H  M – ���
�� ������ ���
��� AD �� 
	������ BC, ���  ��������
� ���
�#�
�
. 

 
1.4. (�10.379). /�	���  �
���� ��
�!������, ����
�
���
 

����� �
!� � ����� 
!� �
����, �������  �������� �����
 
�!�� 	� 	�������, �����%�� � ��� #
 �
����. *��
�
��
 
����	 ��	����� ����#��	�, 
	� �
���� ����� m. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� CH – ��	���, CM – �
����, 
CM = m. /�
�
� �������
�%  ACM = 
=  HCB = �,  MCH = �. 3����� CM 
�� �
�
	
�
�% 	 ����#��	��� � ����
 
D, 	�
��� $�� ����� 	 ������ 3  (. 
/�	����
 �!�� �D(  �A( �����, �. �. 
������	% �� ����  �� #
 ��!� �(.  

1�!�� � ��DB:  DCB = � + �,        
 CDB =  CAB =  CAH = 90º– � – �. 
����� $�� ���� �!��� ��
�!������ 

A
B

C

M 
O

H 

D

2.1.

2.2. 
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����� 90º, ��$���� ��
�� 
!� �!�� CBD  – ��%���, � CD – ���
�� 
��	����� ����#��	� ��
�!������ CBD, �.
. 8 � CD.  

E���#
�, ��� ���� 8  < 	��������.  
1�� ��� 3< = <(, �� ���
�� CD ������� �
�
� 	
�
��� 

����� AB. ��
�����
����, �� �
��
�����%�
� 
�.  
+� �� �	���� ����� �5 � 3(, �<  �5 – �������
 ���
��. 

2�� �����#�� ��� �� �	���, ��� 3( – ���
��.  
�����, � 3�( – ��%���!������  <� = <( = <3 = m.  
 

8��
�: m. 
 
 

 

 
 

2

 
 
 
 
 
 
 
 

5!���$� $�"�!�����, ���������� $ 
�$��3��"!� �� ����� !��$�, �����.

 
2.1. (�10.001). / ��%���!������ ��
�!�����
 ����� ��	��% 

��	����� ����#��	� �
�� !���
���� �� ���
�� ����� 5 c�  
12 	�. +��� ���
�� ��
�!������.  

 

*
#
��
 
 

1�� ��� ����#��	�� ��	���  ���
�� 
��	��
�����, ����
�
���� � �
� � ����� 
����, �����, �� �

� �� ���� ������ 
���
���� �� 5 	�, 12 	�  � 	�. 1�!�� �� 
�
��
�
 3��!��� (� + 5)2 + (� +12)2 = 172 
� 2�2 + 34� + 169 – 289 = 0.  

H��������
 �����
�
 �2 + 17� – 60 = 0 
�

� ����#�
����� ���
�� � = 3. 

'�

�: 3 + 5 = 8 (	�), 3 + 12 = 15 (	�).  
 

8��
�: 8 	�, 15 	�. 

2.2. (� 321). 3�	�� r – ����	 ����#��	�, ��	����� � 
��%���!������ ��
�!����� 	 ���
��� a, b  !���
����� c. 

E�������, ���  r = 
2

cba �� . 

•

•
•

x 

x 

5  

5  

12

12
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.������
�!���� 

8	� r – ����	 ��	����� 
����#��	�, �� ���
�� ���
���, 	 
������ � �
����� �	���� �!���, 
����� a – r  b – r.  

E�� ���� ���
��� 	�	����%�� 
!���
����, �. 
. c = a – r + b – r,  

2r =  a + b – c, r = 
2

cba �� , ���  

��
������	� ��������. 
 
2.3. (�10.373). / ��
�!����� 	� 	������� 6 	�, 10 	�  12 	� 

��	��� ����#��	��. H ����#��	� ����
�
�� ��	��
����% ���, ��� 
��� �
�
	
��
� ��
 �ó���
 	������. +��� �
��
�� ��	
�
���!� 
��
�!������.  

*
#
��
 
 

3�	�� BC = 6 	�, 3C = 10 	�,  
AB = 12 	�. ���
��, ��� C – 
����� �!��, �. �. 122  > 62  + 102. 

3���
�
� ��	��
����� � ��-
��#��	�, �
�
	
������ ��
 
�����
 	������ ��
�!������ 
� ������ X, Y,  �������� ���-

� ��	��% M, N, P  K.  
R�����% ���
�	��� ��� ���
���� ��	��
�����, ����
�
���� � 

����#��	� � ���
� X  Y, ���
��, ��� *3XY = 3< + 3N = 2 3<  
(AM = AN  XY = X� + �Y = X< + YN).  

+� A< + AN = (10 + 12) – 6 = 16 (	�), ������ ��� C< = C*    
BN = BP, � BP + PC = BC = 6 	�.    

 

8��
�: 16 	�. 
 

2.4. (�10.363). / ������
��
���� ��
�!����� 	 �	�����
� 
12 	� ��	��� ����#��	��,  � �
� ����
�
�� �� ��	��
����� 
���, ��� �� ��	
���� �� �����!� ��
�!������ �� ����� ��
�!�-
�����. ����� �
��
���� ����� ��
�!������� ����� 48 	�. 
+��� ������� 	������ �����!� ��
�!������. 

 

AB 

C

•

•

•

•M 

N 

K 

P X   

Y

� �

3.1.
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*
#
��
 
 

3�	�� AB = AC, BC = 12 	�. /�
�
� ����-
���
�%: M, N, P – ���� ��	��%, X, Y, Z, T, 
U, V – ���� �
�
	
�
�% ��	��
����� 	� 
	������� ��
�!������.  

*3XY = 3< + 3N (	�. ������ 2.3).  
M����!��� ���
�
�%
�, ��� *BZT  = BN + 

+ BP, � *CUV  = CP + CM. 
'�

�: *3XY + *BZT  + *CUV  = 3< + AN + 

+ BN + BP + CP + CM = AC + BC + AB =     
= *ABC, �.
. 	���� �
��
���� ��
� ����� 
��
�!������� ����� �
��
��� �����!� ��
-
�!������.  

'� �	���%: 2 3( + 12 = 48. *�	���  3( = 18 	�. 
 

8��
�: 18 	�. 
 

 
A

B 

C

D
•P

 
 

3

 
 

*"�� )	 � 7D ���� �$��3��"!�, ����-
"�$�1;��"� � !��$� P,  !� 
                  )P � 	P = 7P � DP. 

 
3.1. (�10.017). 1���� * ����
�� �� 7 	� �� �
���� ����#��	� 

����	� 11 	�. 0
�
� $�� ����� ����
�
�� ����� ����� 18 	�. 
H����� ���� ���
����, �� ������
 �
��	% ����� ������ *?  

 

*
#
��
 
 

3�	�� AB = 18 c�, (* = � 	�, 3* =      
= (18 – �) 	�.  

3���
�
� ���
�� MN �
�
� ����� P.  
3� 	���	��� �
�
	
�����	% ����: 

AP · BP = NP · MP.  
'�

�: (18 – �) · �  = 4 · (11 + 7) � 

�2 – 18� + 72 = 0. *�	��� � = 6, � = 12. 
N
!�� ��
��, ��� ��� ����% �
�� !
�-
�
���
	�� 	��	�. 

 

8��
�: 6 	�  12 	�. 

A

B C

•
• •

• •
•

X 

Y 

Z 

T U 

V

M  N

P

O 

4 

11 

7  
x  

18 - x



3��
�
�
 �����-�
��
� 
_______________________________________________________________________________ 
66 

 

3.2. (�10.239). +��� ����	 ���!�, � 	
!�
�� ������!�, 	���-
�
�	������ ����
 ����� 6 	�, ��	�� ������� 	� 	������� 2 	�. 

 

                                                     *
#
��
 
 

3�	�� <�NP – ������ �������, 
��	����� � �
���� 	
!�
�� ���-
!�, <N = <P = 2 	�, 3( = 6 	�.  

3�	���� ��%���!����� �N�D 
 ���
��, ��� 
!� ��!����� ND %�-
�%
�	% ���
���� ����#��	�. *�
-
����, ��� AM = ½ (AB – NK) = 2 	�. 
�����, ���
�� 3M  MN �
�
	
-
�����	% ���� 3B  NC  �����.  

'� $��!� 	�
��
�, ��� ����� 	�� 
�����: N� = 3( = 6 	�.  

3� �
��
�
 3��!��� ND = 22 62 � = 2 10 (	�). ON = 10 	�. 
8��
�: 10 	�. 

3.3. (�811). 0
�
� ����� P, �
#���� �� ���
� ����
 ���� 
�
�
	
�����	% ����#��	�
�, ����
�
�� ����� KM �
���� ��-
��#��	�  ����� LN ������ ����#��	�. E���#�
, ��� �
���
�-
�!����� KLMN – ��	�����. 

 

.������
�!���� 
 

3� �����
-�
��
�
 ��% �
�
-
	
�����	% ���� �
���� ��-
��#��	�  AP · PB = KP · PM.  

M����!���, ��% ������ ��-
��#��	�: AP · PB = LP · PN. 

�����, KP · PM = LP · PN    

(
PM
PN

LP
KP

� , � KLP  ~ � MPN ), 

�. 
. ����� KM  LN ������ ��-
��#��	�
� 	��#�� �
�
	
���-
��	% ������ ��
��
� ����#-

��	�, � �������  ��	�� �
���
��!����� KLMN. 

B

C D

N K 

A
•

•••

• •

• •

•M P 

O

2

2 2

3.4. 
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3.4. (� 1397). E��� ����#��	�� 	 ���
���� KL. /����% 
����#��	�� 	 �
����� � ����
 K �
�
	
��
� �
���� ����#��	�� � 
������ M  N, � ���
�� KL – � ����
 A. +� ��!
 3N, �
 	��
�#�-
�
� ���� M,  ��%�� ����� B, ������% �� ���
� A  N. N�� LB 
�
�
	
��
� �
���� ����#��	�� � ����
 C.  

'��
	���, ��� CN = a, CM = b. +����
 BC.  
 

*
#
��
 
 

3����� ���
�� CB, CN, 
CM �� ����� � �� �
�
	
�
-
�% 	� ������ ����#��	��� 
� ������ B1, N1, M1, ������ 
�
�
	
����
	% �����,  �� 
�����
-�
��
�
 ����
� ��-
�
�	��� BC � BC1 = NC � NC1 = 
= MC � MC1  (1).  

+� ���� ���
���� BC1, 
NC1, MC1 ���� �
��
	���. 

 KCL = 90� ��� ��	��-
��� �!��, �������	% �� 
���
��, � �.�. K – �
���, �� 
��%��% CK 	��
�#� ��-
�
�� ������ ����#��	�. ���-
��, CK � BB1  �� �����
-

�
��
�
 1 ���
��, �
��
�����%���� ����
, �
�� 

 �������, 
�.
. BC =  BC1. 

E��

 ��		����� ��	
�� �!��� �� �
���
 C. 
 NCL =  MCL =  N1CB1 =  M1CB1.  
E
�	���
����, �
���
 ��� �!�� ����� ��� ��	����
, �����-

�
	% �� �����
 ��! NL  ML �
���� ����#��	� (MN � KL), � 
�	������
 �!�� %��%��	% 	����
�	��
��� �
��������� ��% ��. 
�	��, ��� �	������
 �
���
 �!�� ���#
 ����� �
#�� 	����.  

*�	��� 	�
��
�, ��� CK – �	� 	��
��, � ���� ���
�, ��	��-
��#
���
 �� ������ ����#��	�, B  B1, N  M1, M  N1 – 	��
�-
���� ����	�
���� $��� ��%���, �.
. CN = CM1 = a, CM = CN1 = b. 

Q��
�	��� (1) ���
� ��: BC 

2
 = NC � NC1 = NC � CM = a � b.  

��
�����
����, BC  = ab . 
8��
�: ab . 

A  B  

C  

M  N   

N   1

B    1

K   

L   

M1   
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A

B 

C

O

 

4

 

9���, ���"����� � �$��3��"!�, ����-
���!"� ��������� ������� �������� 
����, �� $�!���1 �� ������!"�. 
7���"!���: ���"����� ����, �����1-
;��"� �� ���� � !� 3� ����, �����; 
 

8�����!������ "���"!�� �$��3��"!�. 
 

	��"����� ����, �����1;��"� �� ����-
���� �$��3��"!� (�����!�), ������.  
 

 

4.1. (�10.148). +��� ������� ����������� ����
�, 
	� 
U 
��	��� ����� h, � ������% 	������ ���� � �
���� ��	����� 
����#��	� ��� �!��� 60º. 

*
#
��
 
 

3�	�� � �������� ����
� ABCD: 
AB = CD, AH � CB, AH = h, 8 – �
��� 
��	����� ����#��	�,  AOB = 60°.  

3���
�
� ��!����� AC. /�	����� 
�!�� ACB ��
�%
�	% �������� ��! 
AB, �� ������� �� ����
�	%, � ����-
���� 	����
�	�����
!� �
��������!� 
�!�� AOB,  A�B = 30º =  A�H. 

 '� � ACH: CH = h 3 . '��
	���, 
��� � ������
��
���� ����
� ���
��� CH ���
� 	�
��
� ��, 
��$����  SABCD  = AH � CH = h � h � 3 .  8��
�: h2 3 . 

4.2. E�������, ��� 
	� � �
���
��!������ ABCD �!�� A  C 
����
, �� AC < BD. 

.������
�!���� 
 

3�	���� �� BD ��� �� ���
��
 ��-
��#��	��. 3� ���
���
������ 	���	��� 
����#��	� �	
 �!��, ������
	% �� 
���
�� 	 �
����� �� ����#��	� (�� 
	����
�
� ���
� B  D), ��%��
. 

3�	������ �!�� A  C – ����
, �� 
���� A  C �����%�	% ����� ����#-
��	�, �.
. AC < BD, �.�.�. 

C

D

A

B•

•

•

O
H 

A

BC

D

• ••

•

•

•

60°  
30°

4.3. 

4.4. 

� � �
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4.3. (�10.281). / ����#��	�� ��	�� �
���
��!����� 	 �!��-
� 120º, 90º, 60º, 90º  �������� 9 3 	�2. +��� ����	 ����#-
��	�, 
	� ��!���� �
���
��!������ �
��
�����%���. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� � �������� �
���
��!�����
 
ABCD:  A  =  C = 90º,  B = 60º,  D = 
= 120º,  BD � AC, K = AC � BD.  

'� ���
���
����!� 	���	��� ����#��	-
� 	�
��
�, ��� BD – ���
��. +� �� �	��-
�� BD � AC. �����, BD ������
#� 
	
�
������ �
��
�����%�� � ���
��� 
AC, ��$���� ��
�!����� BCD  BAD 
	��
����� ���	�
���� ��%��� BD  

������
��. '�

�: SABD = 
2
1 SABCD . 

E��

 ���
��, ���  ABD = 60º : 2 = 30º,  ADB = 60º, �.
.      
� ABD – $�� ������� ��������!� ��
�!������, 	������� 
������!� 	��#� BD, � ������� ����� 2 SABD � SABCD. '� ���-

���� ��% ������ ��������!� ��
�!������ (
4

32BD ) ������:  

BD2 = �
�

�
3

394
3

4S 36, �.
. BD = 6 	�. 
2

BD  = 3 	�.  8��
�: 3 	�. 

 

4.4. (�1413. ?
��
�� ����
�
�). E���#�
, ��� 
	� �
��-
�
��!����� ��	�� � ����#��	��, �� 	���� �����
�
�� ��� 
���� ��� 
!� ����������#��� 	����� ����� �����
�
�� ��� 

!� ��!����
�. 

.������
�!���� 
 

1�
��
�	% ��������, ��� �� ��	����� 
�
���
��!�����
 ABCD: 

AC � BD = AB � CD + AD � BC. 
3���
�
� ���
��� BK ���, ����� �!�� 

ABK  CBD ��� �����. H���
 ��!�, 
���
��, ��� ��	����
 �!�� BAK  BDC, 
������
	% �� ����  �� #
 ��!� BC, 
�����, ��$���� �BAK � �BDC.   

A

B 

C

D

K 
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M����!���, �BAD � �BKC. R!�� ABD  CBK 	��
�#�� ��	�-
��
���
 �����
 �!��  ���� �!�� KBD, � �!�� ADB  KCB (� 
ACB) – ��	����
, ������
	% �� ����  �� #
 ��!� AB.  

'� �����% ��
�!������� 	�
���� �������  �����	����
 
� ���
�	���:  AK � BD = AB � CD,  K� � BD = AD � BC. 

C��#� �, ������ BD (AK + K�) = AB � CD + AD � BC, �.�.�. 
 

 
 

 

5

 

9���, ���#��� $�!����� ��� (���!��) 
$����, �������!"� ���������"!�1 (����-
"�����) ���, �����;�"� ��3�� ��� "!�-
������ (� � ������3������ �� ���#��� 
����).  
9���, �%���������� $�"�!������ � ��-
���, ����� �������� ����, �����;��"� 
��3�� ��� "!�������. 
 

5.1. (�1497). / ����
� ABCD �	�����
 AB = a, �	�����
 
CD = b (a < b). *���#��	��, ������%��% �
�
� �
���� A, B  C, 
��	�
�	% 	������ AD. +��� ��!����� AC. 

 

*
#
��
 
 

3�
#�
 �	
!� ���
��, ��� ��-
	����� �!�� CBA  �!�� �
#�� ��-
	��
����� AD  ������ AC ��
-
�%��	% �������� �����  ��� #
 
��! AC. *�	���  CAD  =  CBA. 
H���
 ��!�,  CAB  =  ACD. �����, 

� ABC � � ADC  �
��� �������%: 
CD
AC

AC
AB

�  � 
b

AC
AC
a

� . 

'�

�: abAC �2 .   
8��
�: ab . 

5.2. (�1384). '� ���� A, �
#��
� ��
 ����#��	�, ����
�
-
�� � $��� ����#��	� ��
 ��	��
����
. Q�		��%�% �� ���� M, 
�
#��
� �� �
���
� ��!
 ����#��	�, �� ��	��
����� ����� a  b. 
+����
 ��		��%�
 �� ���� M �� ��%��� BC, !�
 B  C – ���� 
��	��%. 

AB 

C D••

• •a 

b 

5.3. 
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*
#
��
 
 

3�	�� MN = a, MK = b, MP – 
	����
 ��		��%�
. 3���
�
� 
����� ����#��	� BM  CM.  

'�
% �
�
�% ���
� �	����-
�� �� ���
�	��
 ��� �!���: MBP, 
MCK  MCP, NBM. / ��#��� � 
�� 
	�� ��	����� �!��  �!��, 
������������ ��	��
�����  ���-
���, ��
�%��
	% �������� 

��! MC  MB 	����
�	��
���. '� $��!� ���
��
� �����
 ��� 
��%���!������ ��
�!������� MBP, MCK  MCP, NBM  ������-

�:
CM
BM

MK
MP

� , 
CM
BM

MP
MN

� . �����, �� 	���	��� ���������	� 

MP
MN

MK
MP

� .  MP2 = MK · MN = ab � MP = ab .   

8��
�: ab . 
 
5.3. +� ����#��	� ���� ���� A, B, C, D � ��������� ���%�-

�
. M – 	
�
��� ��! AB. N  K – 	����
�	��
���
 ���� �
�
	
-
�
�% ���� MC  MD c ������ AB. E�������, ��� �
���
��!����� 
CDKN – ��	�����. 

.������
�!���� 
 

/��	�� 	���� �������
#�-
�� �!��� �
���
��!������ CDKN, 
�����
�, ��	����!� �!�� �  �!��  K 
	 �
����� ����� ���!�. 

3� �����
-�
��
�
 �!�� � ��
-
�%
�	% �������� ��! DAM, � �!�� K – 
����	����� ��! AM  D�B.  

/�	����������	� �	���
�, ��-
�
�� ��!� AM ������ 
� ��!�� MB. 
1�!�� �!�� K ���
� ��
�%��	% ��-

������ ��! MBD. +� ��! MBD  DAM 	�	����%�� ����#��	��.  
��
�����
����, 	���� � �
��� ����� 360�, � �!��� �  K – 

180�, ���  ��������
� ���
�#�
�
. 

A

B 

C

N 

K 

a 

b 

•

••
•

•
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5.4. / ��
�!�����
 ABC �		
���	� �!�� A �
�
	
��
� 	��-
���� BC � ����
 D. C
�
����� �
��
�����%�, ����
�
���� � 
AD, �
�
	
��
� ��%��� BC � ����
 M. E�������, ��� AM – ��	�-
�
����% � ��	����� ����#��	� ��
�!������ ABC.  

 

.������
�!���� 
 

3�	��  BAD =  DAC = 
= �,  B = �.  

1�!��  ADC =  � + � �� 
�
��
�
 � ��
��
� �!�
 ��% 
��
�!������ ABD. 

MN – c
�
����� �
�-
�
�����%� � AD �� �	��-
��. �����, � ADM – ���-
���
��
����   DAM =     
=  ADM = � + �. +� ��	�� 
�!�� DAM, �!�� DAC, ���
� 

�, �����  �AM = �.  
*����� �����
 �� ��, ��� ��	����� �!�� B ���#
 ���
� �. 

��
�����
����, ������ 
�� �!�� �AM ��������� ������  ��	�-
�
����� ��%��� (��� $� �!�� ��
�%��	% �������� ��! AC), �.
. 
AM – ��	��
����%. 

 
 
 
 
 
 

 

6

 

	�"�!� !���������$� ��� � ������-
3���� ����"�$�1!"� � ����� !��$�.  
*"�� "!����� !���������$� a, b, ", !�  

h = 
a
S2  (a = 

h
S2 ) , ��� h – ��"�!�, �����-

������ $ "!����� a,  S – ���;���. 
 

6.1. (�10.032). / ��
�!�����
 ��
	��� ���� ���� 	�����     
6 	�  3 	�. +��� ���� ��
��
� 	������, 
	� ����	���� ��	��, 
����
�
���� � ������ 	�������, ����� ��
��
� ��	��
. 

 

*
#
��
 
 

8	� � = 6 	�, b = 3	�, h�, hb  h� – ��	��� ��
�!������, �� � 
�	���% ����� �

�: h� + hb = 2h�.   

6.2. 

6.3. 
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1�� ��� h� = 6
2S , hb =

3
2S

, �� 
6

2S +
3

2S = 2
c
S2 , !�
 � – �
��
	���% 

��
��% 	������, S – ������� ��
�!������.  

*�	��� 
3
1

6
12
��

c
,  

2
12

�
c

,  � = 4 	�.  
 

8��
�: 4 	�. 
 

6.2. (�10.390). / ��
�!�����
 3(�: AB = 13 	�, BC = 14 	�, 
AC = 15 	�. 1�
��
�	% ���� ��		��%�
 �� ���� �
�
	
�
�% 
!� 
��	�� �� �
���� 3. 
                                                   *
#
��
 

 
3�	�� 8 – �����
��� ��
�!�-

�����. 1�
��
�	% ���� 38.  
/��	�� ������� S ��
�!�-

����� ABC �� ������
 B
����:  
���� 87621 872337 �����  =   

= 7 � 3 � 4 (	�2). E��

 ����
� 
��	��� 3D  CK. 

3D =
BC

S2 =
14

4372 ���  = 12 (	�).  

CK =
AB

S2 =
13

4372 ���
 = 

13
168  (	�). 

'�

� � � 3��: 3� = 22 )13/168(15 �  = 
13
1 22 168195 �  =    

= 
13
1 36327 �  = 

13
1 121339 ���  = 

13
99 (	�).  

� 38� ~ � 3(D (��%���!�����
 ��
�!����� 	 ���� �	���� 

�!���), ��$���� 
OA�

�
13

99
13
12 ,  12 · 83 = 99,  83 = 

4
33 (	�). 

 

8��
�: 8,25 	�. 
 
6.3. (�10.370). A�����% � ������
����� 	����� ����
� 

����� a, �
����% ����� b, �
������
����
 ����� c  d. +��� 
������� ����
� (	�. 	��. 187).  
                                                    

A

B 

C

D
K 

•

•

•

•• •

•

15   

14  
O
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*
#
��
 
 

3���
�
� � ������ ����
� ��-
	��� NH  ���
��� MN ������
���� 
�
���
� ������� 	�����
.  

1�!�� MN = c, MK = a – b.   

'� � MNK: NH = 
MK
SMNK2 .  

E�% ����#�
�% ������ ����
-
� ����
� ������� 

ba
SbaS MNK

�
�

�
�

2
2 MNKS

ba
ba
�

�
�

� .  

3������ ��
�!������ ����
� �� ������
 B
����, ���	����� 

� �����	����� ��
: )2()2()2(
4
1 cPbPaPPS ������ , !�
 P – 

�
��
�� ��
�!������. / ���
� 	����
: PMNK = a – b + c + d,  

SMNK = ))()()((
4
1 dcabdcbadcbadcba ������������ . 

8��
�. ))()()((
)(4

dcabdcbadcbadcba
ba

ba
������������

�

� . 

 
6.4. (�10.416). *��
�
��� ������� ��
�!������ �� ��
� 
!� 

��	���� ha, hb, hc.  
*
#
��
 

 
*������� 	����
�	��
���
 	������ ��
�!������ a, b, c, 
!� 

�����
��
�� – p, ������� – S.  
'�
% �
�
�% ����� �������
�	% � 	�	����
� �����
�% �� 

������
 B
���� S2 = p · (p – a) · (p – b) · (p – c) 	 	���������
� 
�
��
	���� �
���� S. 

a = 
ah
S2 ,  b = 

bh
S2

,   c  = 
ch
S2 ,  p = S ��

�

�
��
�

�
��

cba hhh
111 ;   

M 

N 

K H 

b 

c c d 

•• •

•

7.1. 
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p – a = S ��
�

�
��
�

�
��

cba hhh
111 – 

ah
S2 = S ��

�

�
��
�

�
��

acb hhh
111 . M����!��� 

������:  p – b = S ��
�

�
��
�

�
��

bca hhh
111 ,   p – c = S ��

�

�
��
�

�
��

cba hhh
111 . 

'�

�: S2 = S ��
�

�
��
�

�
��

cba hhh
111 · S ��

�

�
��
�

�
��

acb hhh
111 ·S· ��

�

�
��
�

�
��

bca hhh
111

�  

� S ��
�

�
��
�

�
��

cba hhh
111 . ������� �� S2 (S � 0), ������: 1 = S2 �             

� 
�
�

�

�

�
�

�

�
��

chbhah
111 ·

�
�

�

�

�
�

�

�
��

ahchbh
111 ·

�
�

�

�

�
�

�

�
��

bhchah
111 ·

�
�

�

�

�
�

�

�
��

chbhah
111 . 

8��
�:

.
111111111111

1

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�����������

ahchbhbhchahchbhahchbhah

 

 
 

 
 
 

 
 

7

 


������ !���������$� ����"�$�1!"� � 
����� !��$� � ����!"� �1 � �!��#���� 
2 : 1, "��!�� �! ���#���. 

                
422

222 acbma ��� . 
 

 
7.1. (�10.270). +��� �����
�
 	���� ��������� �	
� 

�
��� ��
�!������ � 	���
 ��������� �	
� 
!� 	�����. 
 

*
#
��
 
 

/��	�� 	���� ��������� �	
� �
���, ���
�%% �������, 
����#����� ���� �
���� �
�
� 	������ ��
�!������. 3���-

��: ).(
4
3 222222 cbammm cba �����  '� ��#�
	��� �
!�� ��
��, 

��� 	����
 �����
�
 ����� 3 : 4.  8��
�: 3 : 4. 
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7.2. (�10.075). H��
�� ��%���!�����!� ��
�!������ �����     
9 	�  12 	�. +��� ��		��%�
 �
#�� ������ �
�
	
�
�% 
!� �	-
	
���	  ������ �
�
	
�
�% �
���. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� 3� = 12 	�, �( = 9 	�, C = 90°, 
��1, ((1, 3A1 – �
����, < – �
��� �%#
	-
�, L – ��
���, ML – 	����� ���
���.  

AB = 15 	� (���!����� ������ 9, 12, 
15). 1�!�� AC1= BC1 = CC1 = 15/2 	�. 

3� 	���	��� �
���: CM : MC1 = 2 : 1, 
��$���� CM = 2/3 · 15/2 = 5 (	�). 

/�	������
�	% �
�, ��� L – �
��� 
��	����� � ��%���!������ ��
�!����� 
����#��	�,  ����
� 

 ����	 �� ��
	�-
��� ������
:  

CK = LK = (9 +12 –15) / 2 = 3 (	�), !�
 LK � BC.  
E��

: CK = 3 	�, BK = 9 – 3 = 6 (	�), �����, BK : KC = 6 : 3 =    

= 2 : 1, ��  BM : MB1 = 2 : 1 (�� 	���	��� �
���), 	�
�����
����, 
MK || CB1, MK � BC, �.
. L � <� (���� <, L, � �
#�� �� ����� 
��%���). '� � �<�: �< = 5 	�, �� = 3 	�. *�	��� <� = 4 	�.  

'�

�: ML = MK – LK = 4 – 3 = 1 (	�).   
8��
�: 1 	�. 

 
7.3. (�10.303). / ��
�!�����
 3(� ����
�
�� �
���� (D  

�@, < – ����� � �
�
	
�
�%. E�������, ��� ��
�!����� (�< 
������
�� �
���
��!������ ADME. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� MK = �. 1�!�� <3 = 2x. 
3���
�
� ��	��� h1  h2 � ��
-
�!������� AMD  AME. 1�� ��� 
���� D  C – c
�
��� 	����� AC  
AB, �� �
!�� ��
��, ��� ��	��� ��
-
�!������� MCK  MBK 	����
�	�-
�
��� ����� 2h1  2h2. 3����� 
��
�!������ (�<  �
���
��!���-
��� ADME ����
� ��� 	���� ���-
���
� ��
�!�������: 

A

BC

D

M 

K 

E 

x 

2x 

h    2

2h    2

h  1  

2h  1  

•

A

A1              

C1              B1

BC

M   

K 

L •
•

7.4. 

8.1. 
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SADME = SADM + SAEM = ½ · 2x (h1 + h2);  
SBCM = SBMK  + SCMK = ½ · x (2h1 + 2h2) = ½ · 2x (h1 + h2).  
 

3����
���
 ����#
�% �����	����, �����, SADME = SBCM, ��� 
 ��
������	� ��������.  
 

7.4. E�������, ��� 
	� � �������� �
���
��!�����
 	���� 
��������� 	����� ����� 	���
 ��������� ��!����
�, �� $��� �
��-
�
��!����� ������
��!����. 

 

.������
�!���� 
 

3�
�����#� �������
 ������ � 
�������� ������
��!�����: ��	�� ��!�-
��� �
���
��!������ ABCD, �
�
	
-
��%	�, �
 �
�%�	% ������ �
�
	
�
�% ��-
�����. 1�!�� 	��
	���
� ���
��� MN, 	�-

��%��� � 	
�
���. 

 3�	���� ��
�!����� BMD  ��-
�	�� 
!� �
���� MN �� ������
: 

4MN2 = 2BM2 + 2DM2  – BD2  (��� ��� M – c
�
��� AC, �� BM  DM 
�
���� ��
�!������� ABC  ADC).  

��
�����
����, 4MN2 = ½ (2AB2 + 2BC2  – AC2) + ½ (2AD2 +         
+ 2DC2  – AC2) – BD2  = (AB2 + BC2 + AD2 +DC2) – (AC2 + BD2). 
3����
���% �����	�� ����� ���� �� �	����, ��$���� 4MN2 = 0 
� MN = 0, �.
. ���
��� MN �
 	��
	���
�.  

'���, ��
�����#
�
 ���� �
�
����, � �����, ���
�#�
�
 
����� �
���. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
8

 


������ �������������� !���������$�, 
����������� $ ����!�����, ���%����! 
��� �� ��� �����%������� !�������-
��$�, � ����� �A ����� �������� ����!�-
����. 	���� � �%��!��� �!���3�����. 
 

8.1. (�10.021). <
����, ����
�
���% � !���
���
 ��%��-
�!�����!� ��
�!������, ����� m  �
�� ��%��� �!�� � �����
-
� 1 : 2. +��� 	������ ��
�!������. 

A

B 
C

D

M N • •
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*
#
��
 
 

3�	�� �O – �
����, ����
�
���% � !��-
�
���
 AB, �O = m. *�� ������
� ������ 
��
�!����� �� ��� ������
��
���� ��
�!���-
���, �.
. AO = BO = CO = m, AB = 2m. 

3� �	���� �
���� �
�� ��%��� �!�� � 
�����
� 1 : 2, �.
.  ACO = 30°,  BCO = 60°. 
��
�����
����, �COB – ���������, CB = m. 
A� = B� 3� , ��$���� A� = m 3 . 

8��
�:  m,  m 3 ,  2m. 

8.2. E�
 ����#��	� ��	���	% ���! ���!� � ����
 A ��
��� 
�������. B  C – ���� ��	��% � ���
� ��
��
� ��	��
�����. 
E�������, ��� BAC = 90º. 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� D – ����� �
�
	
�
�% ��	�-
�
�����. 1�!�� DA = DB = DC �     
DA = ½ BC. 1�
�!����� BAC ����� 
�� ��� ������
��
���� ��
�!������.  

��
�����
����, �� �����
-�
��
�
    
 BAC = 90º, �.�.�. 

8.3. (�10.215). / ��%���!������ ��
�!�����
 �
���� ���
-
��� ����� 52   73 . +��� !���
���� ��
�!������. 

 

*
#
��
 
 

����������
 �
�
�
 	����	% � 		�
�
 � 
���� �����
��: x2 + 4y2 = 52, y2 + 4x2 = 73 (2x  
2y – ���
�� ��
�!������).  

3��
�� ������-�
��
��. 3�	�� �
����, 
����
�
���% � !���
���
, ����� m. 1�!�� 
!���
���� ���
� ����� 2m, 

 ������� – 4m2, � 
	���� ��������� �	
� 	����� ��
�!������ – 
8m2, �.�. 	���� ��������� ���
��� ����� ���-
����� !���
����. ����� ��������� �	
� �
��� 

A

BC

O
m  •

�2

A

B CD •• •

••

•

•

8.4.  

9.1. 
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����� 52 + 73 + m2. '�

�: 
4
3

8
125

2

2

�
�
m

m  (	�. ������ 7.1) �  

4 · 125 = 20m2, 5m2  = 125, m = 5 (m > 0), 2m = 10.  8��
�: 10. 
 

8.4.  ABCD – ��	����� �
���
��!�����, ��!���� ������!� 
�
��
�����%���. E�������, ��� ��%��%, ����
�
���% �
�
� ����� 
�
�
	
�
�% ��!����
� �
��
�����%��� BC, �
�� AD �������. 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� N = AC � BD, K – ����� 
�
�
	
�
�% �������� ��%��� 	� 
	������� BC, M – 	� 	������� AD. 

/ ����!���� �

�	% ����#-
��	��, ��$���� 	������ ���� �!��. 
+
������ ��
�� �����
 ���� �!���: 
ADB  ACB, DNM  BNK (�
���% 
	��
�#� ��	����
 �!��, �����-
�
	% �� ��!� BC, � �����% – �
��-
������
). 1
�
�� ���
��, ��� ��� 

�!�� � ������ ��� – ACB (� NCB)  BNK – ������%�� �!�� CNK 
�� ��%��!�, � �����, �����. *�	��� ���
��
� ���
�	��� �	
� 
�
���
� ��		����
���� �!���.  

��
�����
����, ��
�!����� DNM – ������
��
����  �� 
�����
-�
��
�
 NM %��%
�	% �
����� ��%���!�����!� ��
�!���-
��� ADN, �
�%�
� AD �������, �.�.�.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 

l
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B�""�$!��"� l ���� !���������$� ����! 
��� ���!�����3�;�1 "!����� �� �!-
���$�, ������2��������� ���� ������ 
"!������, !.�. b : c = b1 : c1.  

l = 11 cbcb ��� . 
 

 
9.1. (�10.013). E�� ��
�!����� 	� 	������� 12 c�, 15 	�      

18 	�. 3���
�
�� ����#��	��, ��	����%	% ��
� �
���� 	����� 
 �
���% �
��� �� �����
� 	�����
. +��� ���
��, �� ������
 
�
��� ����#��	� �
�� ������� 	������ ��
�!������. 

A

B 

C

D

M 

N 
K 

•

•

•

• •

•
•
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*
#
��
 
 

3�	�� AB = 12 	�, AC = 15 	�,     
BC = 18 	�, L – �
��� ����#��	�,      
L � BC. 1�� ��� ����#��	�� ��	�
�	% 
	����� �!�� A, �� 

 �
��� �
#�  �� 
�		
���	
 $��!� �!��, �.
. AL – �	-
	
���	� �!�� ��
�!������. 

12 : 15 = 4 : 5, ��$���� �� 	���	��� 
�		
���	� BL = 4k 	�, LC = 5k 	�, 
!�
 k > 0. '�

�: 4k + 5k = 18, k = 2.  

1��� �������, BL = 8 	�, LC = 10 	�. 
8��
�: 8 	�, 10 	�. 

 
9.2. (�10.040). / ��%���!������ ��
�!����� ��	��� ����-

����#��	�� ���, ��� ���
�� �
#� �� !���
���
, � �
��� �
�� 
!���
���� �� ���
�� ����� 15 	�  20 	�. +��� ������� 
��
�!������  ���� ��	����� ��������#��	�. 

 

*
#
��
 

 � = 90º,  L – �
��� ��������#��	�,   
L � AB, BL = 15 c�, AL = 20 c�, K – ����� 
��	��% ��������#��	� 	 ������ ���
-
���. 1�� ��� ��������#��	�� ��	���, �� 
CL – �		
���	� ��%��!� �!��.  

3� 	���	��� �		
���	�: 
AL
BL

AC
BC

�  

� 
4
3

20
15

��
AC
BC . 8	� k – ��$���
�� 

��������������	�, �� AC = 4k, BC = 3k. 
�����, AB = 5k = 15 + 20 (	�) (���!����� ������ 3, 4, 5).  

*�	��� k = 35 : 5 = 7,  AC = 28 c�,  BC = 21 c�.  

LK = 
7
4 BC = 12 	� – ����	 ��������#��	�.  

/��	�� 	����
 �
����:  
½ · 28 · 21 = 14 · 21 = 49 · 6 = 294 (	�2).  � · LK = 12� (	�). 
8��
�: 294 	�2,  12� 	�.  

A

BC

K L •

•

•

A

B CL 

12 15 

4  k 5k

9.3. 

9.4. 
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9.3. (�10.421). /�	��� ��
�!������, �����% 2 	�, �
�� �!�� 
��
�!������ � �����
� 2 : 1, � �	�����
 – �� ��	�, �
����% 
� ������� ����� 1 	�. +��� ������� $��!� ��
�!������. 

 

*
#
��
 
 

BH � AC, BH = 2 	�, AH = 1 c�. 
8	�  ABH = �, ��  HBC = 2�. 
SABC = ½ AC · BH = ½ AC · 2 = AC. 

3���
�
� �		
���	� BD. 1�!-
��  HBD =  DBC =  ABH = �, 
HD = AH = 1 	�, DB = 5 	�      
BH : HD = BC : CD = 2 : 1. 8	�  
CD = x 	�, BC = 2x 	�, �� �� 
������
 BD2 = BH · BC – HD · CD 

�

�: ( 5 )2  = 2 · 2x – 1 · x, 5 = 3x,  x = 5/3 	�.  
SABC  = AC = 1 + 1 + 5/3 = 11/3 (	�2).  (��. ����
� 5.5). 
 

8��
�: 11/3 	�2. 
 
9.4. / ��%���!������ ����
� �
����% ��!����� 	��#� 

�		
���	�� ����!� �!��  �
�� ���!�� ��!����� � �����
� 
13 : 8. /��	��� ������� ����
�, 
	� 

 ��	��� ����� 36. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� CA – �		
���	� ����!� 
�!�� � ����
� ABCD, CH – ��	�-
��, CH = 36. 

CA � BD = K, DK : KB = 13 : 8.  
1�!�� DC : CB = 13 : 8.  
*������� DC �
�
� 13�, � CB 

�
�
� 8�. R!�� DCA  DAC �����, 
�.�. ��#��� � �� ���
� �!�� ACB. 
�����, � DCA – ������
��
����  
DA = DC = 13�.  

*�	��� AH = 8�, DH = 5�.  
'� � DCH:  CH = 12� (���!����� ������ 5, 12, 13).  
'�

�: 12� = 36, x = 3, � 	����% ������� ����
� �����  
(8 +13) · 3 · 18 = 21 · 54 = 1080 + 54 = 1134.   
8��
�: 1134. 

A

B C

D

K 

H 8x 

8x 

5x 

13x 

••

•

•

•

•

A

B 

CDH x 

x 

1 1

2 2

••• •

•
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*"�� ������, ������������ "!����� )	 
!���������$� )	7, ����"�$��! ��� "!�-
���� )7 � !��$� M, � "!����� 	7 � 
!��$� N, !� !���������$� )	7 � MNC 
����%��.  
7���"!���:  7M : MA = CN : NB. 
 

 
10.1. (�10.068). E��� �	�����% ��
�!������ ����� 36 	�. 

3�%��%, ������
����% �	������, �
�� ������� ��
�!������ 
�������. +��� ���� ���
��� $��� ��%���, ������
���!� �
#�� 
	������� ��
�!������. 

 

*
#
��
 
 

R�������% ��%��% ��	
��
� ��
�!�����, �������� �������. '� 
�	���% 	�
��
�, ��� � ������ ����	%�	% ��� 1 : 2. �����, 
�����
�
 	����
�	��
���� ��
���� $�
�
���� $�� ��
�!���-
����, �����
�, 	����!� ���
���  �	�����% �����!� ��
�!���-
���, ����� 1 : .2  '�

�: 36 : .2  = 18 2 (	�). 

8��
�: 18 2 	�. 

10.2. (�10.261). / ��
�!�����
 ABC AB = BC. +� 	�����
 BC 
��%�� ����� D ���, BD : DC = 1 : 4. / ����� �����
� ��%��% AD 
�
�� ��	��� BE ��
�!������ ABC, 	���% �� �
���� B?       

 

*
#
��
 
 

3�	�� AD � BE = O, BD = x, DC = 
= 4x. 3���
�
� EF || AD.  

EF – 	�
��%% ��% � CAD, ��$-
���� DF  = CF  = 4x : 2 = 2x. 

1�� ��� OD || EF, �� ��
�!����� 
BOD  BEF �������.  

3��
�� c�
�	��
 � �����-
�
��
��: 

DF
BD

OE
BO

� = 
2
1

2
�

x
x .                                       

 8��
�: 1 : 2. 

A

B 

C 

x  

2x  

2x 

D
O

E 

F
• •

•

•

10.3. 

10.4. 
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10.3. (�1351). +� 	������� AB, BC  AC ��
�!������ ABC 
��%�� 	����
�	��
��� ���� M, N  K ���, ��� AM : MB = 2 : 3,       
AK : KC = 2 : 1, BN : NC = 1 : 2. / ����� �����
� ��%��% MK 
�
�� ���
��� AN?       

 

*
#
��
 

3���
�
� CD || KM, NP || KM  ��
-
�
� �������
�% AM = 2x, MB = 3x.  

Q�		�#��%, ��� � ��
�����
� ����-
�
, ���
�%% 	�
�	��
 � �����-�
�-
�
��, ��	�
�����
���� ������:  
MD = x, DB = 3x – x = 2x;  PB = � DB = 
= 2x/3; MP = MB – PB = 3x – 2x/3 = 7x/3. 

.
7
6

3
7
2

��� x
x

MP
AM

ON
AO 8��
�: 6 : 7. 

10.4. (�10.135). *	�����
 ��
�!������ ����� 30 	�, � ����-
��
 	������ 26  28 	�. /�	��� ����
�
�� � �����
� 2 : 3 
(	���% �� �
����),  �
�
� ����� �
�
�% ����
�
�� ��%��%, 
������
����% �	������. *��
�
��� ������� �����
���� �� 
$��� ����
�.          

                  

*
#
��
 
 

3�	�� AC = 26 c�, BC = 28 	�, AB =  
= 30 	�. 3���
�
� ��	��� CH. CK : KH =  
= 2 : 3, !�
 MN || AB, K = MN � CH. 
� �MN � �CAB. H�$���
�� ����-

�% ���
� 2/5. �����, �����
�
 ���-
���
� $�� ��
�!������� ����� 4 : 25  
�������  S  ����
�  AMNB  	�	����%
�  

                                        21/25 �� ������ ��
�!������ CAB.  

S = ABCS
25
21  = 16141242

25
21

���  = 272667
25

421
�����

�  =         

= 
25

84221 ��  = 
425
164242

�
��  = 2)

10
442( �  = 16,82  = (17 – 0,2)2 = 289 +      

+ 0,04 – 6,8 = 282,24 (	�2).   
8��
�: 282,24 	�2. 

A B

C

M N 
K 

H 

•

• •

•

•
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'�"!� a, b, c – "!����� !���������$�, 
����e� " – ���%���#�� ��� "!�����.  
"2 > a2+b2 : !���������$ – !�����������; 
"2 = a2+b2: !���������$– �������������; 
"2< a2+b2: !���������$ – �"!����������.
 

 
11.1. (�1537). *��
�
��
 �� ��
�!������ (����	�
���� 


!� �!���), 
	� ���� �� 	������ � � �����
�%: 1) 2, 3, 4;     
2)  3, 4, 5;    3) 4, 5, 6;    4) 10, 15, 18;    5) 68, 119,  170. 

 

*
#
��
 
 

1)  a = 2, b = 3, � = 4. 42 > 22 + 32, �.�. 16 > 13.  
 

2)  a = 3, b = 4, � = 5. 52 = 32 + 42, �.�. 25 = 25.  
 

3)  a = 4, b = 5, � = 6. 62 < 42 + 52, �.�. 36 < 41.
 

4)  a = 10, b = 15, � = 18. 182 < 102 + 152, �.�. 324 < 325.  
 

5)  a = 68, b = 119, � = 170. 1702 > 682 + 1192, �.�. 28900 > 18785.  
 

8��
�: 1) �����!������; 1) ��%���!������; 3) �	����!������; 
4) �	����!������; 5) �����!������. 

11.2. (�10.271). +��� ������� ��
�!������, 
	� 
!� ��	�-
�� ����� 12, 15  20.  

 

*
#
��
 
 

+
��
	���� ������� S 	������
� c������ ��� �	����!��
��-
��� �
�
�
����. /����� 	������ ��
�!������ �
�
� �

   
�������
 ��	���: 2S/12, 2S/15, 2S/20. *����
�% �����
���� 
�
��� (3, 4, 5) ����� �����
�� 	����� ��
�!������. C�
����-
�
����, �� �
��
�
, �������� �
��
�
 3��!���, ������ ��
-
�!����� – ��%���!������, � ��
 �����
 ��	��� 	��#�� 
!� 
���
���, �.
. S = ½ · 15 · 20 = 150. 

8��
�: 150.   

11.3. (�10.009). / ������
��
���� ��
�!�����
 �	�����
 
����� 16 	�, � ������% 	������ ����� 10 	�. +��� ����	� ��-
	�����  ��	����� ����#��	�
�  ��		��%�
 �
#�� � �
��-
���. 

11.4. 
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*
#
��
 
 

   3�	�� � ��
�!�����
 ABC: AB = 
= BC = 10 c�, AC = 16 	�. 1�� ��� 
�� ������
��
����, �� �
���� 
����#��	�
�, ���� I, O, �
#�� �� 
�	 	��
�� ��
�!������, 	�-
�
�#��
� ��	��� BH. OI – ��	-
	��%�
 �
#�� �
�����. 

���
��, ��� 162  > 102 +102, ��$����  B > 90º  ����� O �
#� 
�� ������#
� ���
��� BH.  

*�
����, ��� BH = 6 	�, SABC = 6 · 8 (	�2). 
/��	�� ����	� ����#��	�
� �� ��
	���� ��������: 

R = OB = 
864
161010
��
�� =

3
25  (	�). r = IH = 

3
8

810
86

�
�
� (	�).         

OI = OB – BI = OB – (BH – IH) = 
3
25  + 

3
8 – 6 = 5 (	�). 

8��
�: 
3
8 	�, 

3
25 	� , 5 	�. 

 
11.4. (�10.209). E�� ��
�!����� 	� 	������� 10, 24  26.  

E�
 �
���
 	������ – ��	��
����
 � ����#��	�, �
��� ������� 
�
#� �� �����
� 	�����
. +��� ����	 ����#��	�. 

 

*
#
��
 
 

   3�	�� AB = 26, BC = 24, AC = 10,   
M – �
��� ����#��	�, N – ����� 
��	��% 	� 	������� AC, MN = r – 
	����� ����	. 

1�� ��� 262 = 242 + 102, �� ���-
��� ��
�!����� – ��%���!������ 
 MNCD – �������. MN || BC, 
��$����, � AMN  ~ � ABC.  

 

'�

�: MN  = NC,  AN = 10 – r,   
r

r
�

��
105

12
10
24 ,  r = 

17
120 . 

8��
�: 
17
120 . 

A

B 

C 
8   8   

10
I

O  

H 
•
•

• •
•
•

A B

D 
C

M 

N 

•
•

•

••
•
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12

 

	� �"�$�� !���������$ ��3�� ���"�!� 
����"!�����1 �$��3��"!�. *A 2��!� – 
!��$� ����"������ %�""�$!��" ����� !��-
�������$�.  
B�""�$!��"� ���� �"!� �.�.!., ��"����-
3���� ���!�� ���� � �����$��� ���-
����� �! ��� "!����. 
 

12.1. (�10.049). 1���� �� !���
���
, ���������
���% �� ���� 
���
���, �
�� !���
���� �� ���
�� ����� 30  40 	�. +��� 
���
�� ��
�!������. 

*
#
��
 

1����, ���������
���% �� ���� ���
���, �
#� �� �		
���	
 
��%��!� �!��. 3� 	���	��� �		
���	� �!�� ��
�!������ ����-
��, ��� �����
�
 ���
��� ����� �����
�� ���
���� !���
-
����, �.
. 30 : 40 � 3 : 4. /	�����, ��� 3, 4, 5 – ���!����� 
������, ����
� �����
�
 5k = 30 + 40, !�
 k – ��$���
�� 
��������������	�. k = 6 + 8 = 14. 

��
�����
����, 	����
 ���
�� 	���: 3k = 42  4k = 56. 
8��
�: 42  56. 
 
12.2. (�290). E�!���� �
���
��!������ �
�%� 
!� �!�� 

�������. E���#�
, ��� � ����� �
���
��!����� ��#�� ��	��� 
����#��	��. 

.������
�!����
 
1���� �
�
	
�
�% ��!����
� �
���
��!������ �� �	���� 

������
#� �		
���	�� 
!� �!���. 3� �����
-�
��
�
 ��#��% 
����� �		
���	� �!�� �������� ����
�� �� 	����� �!��. 1��� 
�������, ����� �
�
	
�
�% ��!����
� �
���
��!������ ����-
���� ����
�� �� 
!� 	�����  	��#� �
����� ��	����� � 
�
���
��!����� ����#��	�, �.�.�.   

12.3. / ����
�� ABCD (AB  CD – �	�����%) ��	��� 
����#��	�� 	 �
����� O. E�������, ���: �) ��
�!����� AOD  
BOC – ��%���!�����
; �) 	���� ��������� ��		��%�� �� �
���� 

12.4. 
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��	����� ����#��	� �� �
��� ����
� ����� 	���
 ����-
����� 

 ������� 	�����. 

 

*
#
��
 
 

Q�		����� ��� � ��
�!����-
���, �����
�, � AOD. 8!� �!�� 
DAO  ADO – ������� �!��� A  D 
����
�, �.�. AO  DO – �		
��-
�	� $�� �!���. 

+�  A +  D = 180º. �����,      
 DAO +  ADO = 180º : 2 = 90º.  

*�	���   AOD = 90º.  
M����!��� ��������
�	%, ���  � BOC – ��%���!������. 
R�
��
	� 	���	��%�
���� � ���, ��� ���
�#�
�
 �) ������ 

����� %��%
�	% 	�
�	��
� ���
�#�
�% �)  �
��
�� 3��!���. 

12.4. (�10.372). A		
���	� �!�� A ��
�!������ ABC �
�
-
	
��
� ��	����� ����� �
!� ����#��	�� � ����
 D. +��� ���� 
����� DC, 
	� �
��� ����#��	�, ��	����� � ������ ��
�!���-
��, ����
� �� ���� D �� ��		��%�
 n. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� I – ��
���. '� �	���% 
	�
��
�, ��� n = DI, I � AD, ��� ��� 
�
��� ��	����� ����#��	� – $�� 
����� �
�
	
�
�% �		
���	 �!��� 
��
�!������. 3���
�
� �		
���	� 
�!��� B  C  �������� ������� �!-
��� A, B, C 	����
�	��
��� �, �, �. 

/�	����
 �!�� DAB  DCB ��-
����	% �� ��!� DB, � ����� �����:      
 DCB = �. 

���
��, ���  DCI =  DIC. E
�	�-
��
����,  DCI = � + �  DIC = � + �  

(��� ��
��� �!�� ��
�!������ AIC).  
��
�����
����, ��
�!����� DIC – ������
��
���� 	 �
��-

��� D, �.
. DI = DC = n.  
8��
�: n. 

A

B 

C

D

I

�

•

•
•

A B 

CD

O•
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13

 

5$��� �"�$��� !���������$� ��3�� 
���"�!� ����"!�����1 �$��3��"!�. *A 
2��!� – !��$� ����"������ "�������� 
��������$������, ���������� $ "!���-
��� !���������$�. 
7��������� ��������$���� $ �!���$� 
�"!� �.�.!., ������������� �! $��2�� 
�!���$�. 
 

13.1. (�292). `
��� ����#��	�, ��	����� �����  ��
�!���-
���, 	������
� 	 �
����� ��	����� ����#��	�. +����
 �!�� 
��
�!������. 

*
#
��
 
 

3�	�� I – ��
���. 3���
�
� �
�
� 
�
!� 	
�
����� �
��
�����%� � ��-
��� � 	����� ��
�!������, �����
�, 
ID � AC.  

1�!�� ��%���!�����
 ��
�!����� 
AID  CID ����� �� ���� ���
���      
(AD = DC  DI – ���� ���
�). �����, 
 DAI =  DCI    A =  C, ��� ��� AI 
 CI – �		
���	� $�� �!���.  

*�	��� 	�
��
�, ��� ��
�!����� 
ABC – ������
��
����  AB = BC. 

M����!���, ������% 	
�
����� �
��
�����%� � 	�����
 BC, 
����#
�, ��� AB = AC. 

1��� �������, AB = BC = AC, �.
. ��
�!����� ABC – �����-
	�������.  

8��
�: 60�, 60�, 60�.  
 
 

13.2. (�404). `
��� ��	����� ����#��	� ��
�!������ 
	��
���
� 
!� �
���� ��	����� ����#��	� ����	�
���� 
����� � 	�����. +����
 �!�� ��
�!������. 

 

13.3. 
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*
#
��
 
 

3�	�� ��
��� I  �
��� 
��	����� ����#��	� 8 
	��
����� ����	�
���� 
	������ AC. 2� ���� ��-
����
#�� 	
�
������ �
�-
�
�����%��, ����
�
����� 
� ���
��� AC.  

1�!�� � ABC – �����-
�
��
���� (	�. 13.1)  �����!������ ( B > 90�). 

���
��, ��� ��
�!����� COI  OCB ���#
 ������
��
���
 	 
�	�����%� OI  CB. E
�	���
����, CO = CI, ��� ��� CD 
%��%
�	% ��	����  �
����� � ��
�!�����
 COI, � OC = OB ��� 
����	� ����� ����#��	�.  

3�	��  OCD =  DCI =  ICB = �. 1�!�� � ��
�!�����
 OCB 
 C =  B = 3�.  

/ ��%���!������ ��
�!�����
 DBC: 3� + 2� = 90�, � = 18�. 
'���,  C =  A = 2 � 18� = 36�,  B = 6� = 6 · 18� = 108�. 
8��
�: 36�,  36�,  108�.   

13.3. (�10.204). '� ����� ���� ����#��	� ����
�
�� ��
 
����� ����� 10  12 	�. +��� ����	 ����#��	�, 
	� ��		��-
%�
 �� 	
�
��� �
���
� ����� �� �����
� ����� ����� 4 	�. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� AC = 10 	�, AB = 12 	�.  
1���� N – 	
�
��� �
���
� �����, 
AN = NC = 5 	�, MN = 4 	�, ���
� 
MN �  AB.  

3���
�
� CP || MN, ��!�� CP =         
= 2 MN = 2 · 4 = 8 (	�)  CP � AB.  

'� � APC: AP = 6 c� (���!����� 
������). �����, �P – 	
�
����� �
�-
�
�����%� � AB, 	��
�#��� ��-
�
�� ������ ����#��	�. 

 

'�

�: DP · PC = AP · PB � DP · 8 = 6 · 6, DP = 4,5 (c�).   
OC = (4,5 + 8) : 2 =  6,25 (	�).  
8��
�: 6,25 	�. 

A

B 

C

D
M N 

P O

5

5
4

••
• •

•
•

•
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13.4. (�10.295). H��
�� ��%���!�����!� ��
�!������ ����� 
6 	�  8 	�. 0
�
� 	
�
��� �
���
!� ���
��  	
�
��� !���
-
���� ����
�
�� ����#��	��, ��	����%	% !���
����. +��� ���-
���� ���!�, �!����
���!� $��� ����#��	���. 

 

*
#
��
 

/ � ABC: AC = 6 	�, CB = 8 	�, 
AB = 10 	� (���!����� ������). 

3�	�� M  N – c
�
��� 	����� 
AC  AB. 1�!�� MN – 	�
��%% ��% 
��
�!������ ABC, MN = 4 	�.  

�������% ����#��	�� (O, ON) ���-
���� �
�
� ���� <  N, ��$���� 

 
�
��� �
#� �� 	
�
����� �
��
�-
����%�
 � $���� ���
���. *�	��� 
NK = 2 	�. ���
��, ��� �!�� NOK  

ANM ������%�� �!�� ONK �� ��%��!�. ��
�����
����, �� �����, 
� ��%���!�����
 ��
�!����� NOK  ANM – �������. '� 

�����% �

� ��������: 
AM
AN

KN
NO

�  � 
3
5

2
�

NO ,  NO = 
3

10 c�.  

/��	�� 	����� ������� ���!�: ��
9

100
3

10 2

��
�
�

�
�
��  (	�2). 

8��
�: 
9

100�  	�2. 
 

 
 
 

 

 

14

 

/����"� ���"����� � ���"����� �$��3-
��"!�� !���������$� �����! �� (����-

���:  
p
Sr � ,  

S
abcR
4

� . 

a, b, c – ����� "!����, S – ���;��� 
!���������$�, p – ��� ����������!�. 
	 ������������� !���������$� " ����!�-
����� c:   r = (a + b – c) / 2,   R = c / 2. 
 

14.1. (�10.203). '� ����� ���� ����#��	� ����
�
�� ��
 
����� ����� 9  17 	�. +��� ����	 ����#��	�, 
	� ��		��%- 
�
 �
#�� 	
�
���� ������ ���� ����� 5 	�.  

A

B

3

8

2   

C

M N 
K 

O•

•

• •

• ••
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14.3. 
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*
#
��
 
 

3�	�� AB = 9 	�, AC = 17 	�, MN =    
= 5 	�, !�
 M  N – 	
�
��� ����. 

��
��� ���� B, C  ��		����� 
�����������	% ��
�!����� ABC. 3� 
�
��
�
 � 	�
��
� �� ��
�!���-
��� BC = 2 MN = 10 	� (���
��, ��� 
172   102 + 92, ��$����  B – �����  
�
��� ��	����� ����#��	� �
#� 
��
 ��
�!������).  

'	����� ����	 ���	�� ��� ��-
��	 ��	����� ����#��	� ��
�!���-

��� ABC �� ������
 
S

ACBCAB
4

�� , !�
 S – 
!� �������: 

492
5179

198184
10179

��
��

�
����

�� = 
8

85 (	�).   

8��
�: 10,625 	�. 
 
14.2. (�10.265). E�������, ��� �� �	%��� ��%���!������ ��
-

�!�����
 	���� ���
���� ��	�����  ��	����� ����#��	�
� 
����� 	���
  
!� ���
���. 

*
#
��
 
 

/�	������
�	% �������� � �����-�
��
��  	���������� 
�������
�%�: 2r + 2R = a + b – c + c = a + b, �.�.�.

14.3. (�10.163). ������� ��
�!������ ����� 13, 14  15. 
+��� �����
�
 ������
� ��	����!�  ��	����!� � $��� ��
-
�!����� ���!��. 

*
#
��
 
 

+���
� �����
��
�� ��
�!������:  p = 7 + (13 + 15) : 2 = 21.  
*����
�
 ������
� ��	����!�  ��	����!� ���!�� ����� 

�����
�� ��������� � ����	��. 

r
R = �

�������
�

�
�

)()()(44 cpbpapp
abcp

SS
pabc

6784
151413
���
��  = 

84
513
�
� . 

R2 : r2 = 652 : 322 = 4225 : 1024.  
8��
�. 4225 : 1024. 

5

10
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14.4. (�10.351). 3�	�� (D – ��	��� ��
�!������ ABC, ����� 
E – 	
�
��� BC. /��	��� ����	 ���!�, ��	����!� ����� 
��
�!������ BDE, 
	� AB = 30, BC = 26, A� = 28. 

 

*
#
��
 
 

E�% ����#�
�% 	����!� ����	� ��	-

������
�	% �������� 
BDES

BEDEBD
4
 �� . '� �	-

���% ����� ���
��
�, ��� DE – �
���� 
��%���!�����!� ��
�!������  ������� 
��
�!������ BDE – ������� ������ 
��
�!������ CBD, ������ ���������
-
�
�� 
!� ���
���, � BE – ������� !��-
�
����, �. 
. BE = 13.  

4SBDE = 4 � ½ SCBD  = 2 � ½ BD � CD = BD � CD.   

'�

�: . 2

CD
BE

CDBD
BEDEBD

�
�
��   

*������� ���
� CD �
�
� x, ����
� 
!� ��� ���
��� ������-
��� BC �� ��%��� AC:  AB2 – BC2 = AD2 – DC2.  
302 – 262 = (28 – x)2 – x2,  4 � 56 = (28 – 2x) � 28,  4 = 14 – x,  x = 10.  

'���, ����	 ��	����!� ���!� ���
� 132 : 10 = 16,9. 
8��
�: 16,9. 
  
 

 

 

15

 

7���"!��� �� !������ "���"��. 
 

5!��#���� "!����� !���������$� $ 
"���"� ���!�����3�;��� �� ���� ����� 
�����!�� ���"����� �$��3��"!�, !. �.  

Ra 2
sin

�
�

  ���  a = 2R sin �.

 
15.1. (�10.092). / ����#��	�� ����	� R ��	�� ��
�!����� 

	 �!��� 15�  60�. +��� ������� ��
�!������. 
 

*
#
��
 
 

+���
� 	 ���	�
�% ��
��
!� �!�� ��
�!������ �� �
��
�
 �  
	���
 
!� �!���: 180� – (15� + 60�) = 105�.  

15.2. 
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3�	�� a  b – 	������ ��
�!������, �������
#��
 �!��� � 
15�  105�. 1�!��  a = 2R sin 15�,  b = 2R sin 105�. 1
�
�� ���	�� 
������� ��
�!������ �� ��
	���� ������
, 	������% �����
�-
��
 ����#
�% ��% 	�����  �������� �!�� � 60�:   

S = ½ � 2R sin 15�� 2R sin 105� � sin 60� = R2 � 2sin 15� · sin 105� ·
2
3 = 

= 
2

32R � (cos (–90�) – cos 120�) = 
2

32R  � (0 – )
2
1(� ) = .

4
32R     

8��
�: .
4

32R  
 

15.2. (�10.044). / ����#��	� ����
�
�� ��
 ����� AB = a   
AC = b. E��� ��! AC ����
 �����
 ���� ��! AB. +��� ��-
��	 ����#��	�. 

*
#
��
 
 

/�
�
� �������
�
:  ACB = �.  
1�!��  AB� = 2�, �.�. ���� ��! AC 
����
 �����
 ���� ��! AB. 

3� �
��
�
 	��	�� ��% � ABC: 

�� 2sinsin
ba

� . *�	��� ������ cos � 

�
�
� a  b: 
��� cossin2sin �

�
ba  � 

�cos21 �
�

ba  (sin � � 0),  cos � = 
a

b
2

.  

+���
� sin �. sin� = �2cos1�  = 2
2

41 a
b�  (sin � > 0, �. �. 

	��	 ����!� �!�� ��
�!������ ����#�
�
�). 

*	��
�	% ��	����������	% ��������: Ra 2
sin

�
�

, !�
 R – 	��-

��� ����	.  R = 
22

2

22 442
2

sin2 ba
a

ba
aaa

�
�

�

�
�

�
. 

 

8��
�: 
22

2

4 ba
a
�

. 

A

B C

a b 

2

• •

•
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15.3. / ���!
 ����	� 12 	� ���� ����� AB ����� 6 	�, � 
����� BC – 4 	�. +��� ���� ����� AC. 

 

*
#
��
 
 

F���� AC – 	������ �����!�����!� 
��
�!������ ABC ( B > 90º), ��	��-
��!� � ���! �������!� ����	�.  

3� �����
-�
��
�
 � $��� ��
�!���-

��
 sin  A = BC : (2 � 12) = 4 : 24 = 
6
1 .  

3���
�
� BH � AC  ���
��, ��� � 
��
�!�����
 ABH  sin  A = BH : AB =      

= 
6

BH . �����, BH = 1.  

E��

 � ��%���!������ ��
�!������� CBH  ABH �� �
��
�
 
3��!��� ������: CH  = 15 , AH  = 35 ,  AC  = 35  + 15 .  

8��
�: 35  + 15 . 
 

(� 3��
��
 �
��
�� 3���
�
% (c�. 4.4, 29, 53, 67.1, 72) � �
-
���
��!�����
 ABCD, !�
 BD – ���
�� ��	����� ����#��	�). 

 
15.4. (�10.219). / ����#��	� ����	� R ����
�
�� ��
 

�
�
	
����
	% �
��
�����%���
 ����� AB  CD. E�������, ��� 
AC2 + BD2 = 4R2.   

.������
�!���� 
 

*�������  AB� = �. 3� �	���� 
����� AB  CD �
��
�����%���, ��$-
����  BCD = 90º – �. 3��
�� ����-
��-�
��
�� � 	������� ��
�!������� 
ABC  BCD, ��	����� � ����#��	��:  

AC = 2R sin �, BD = 2R sin (90º – �).  
'�

�: AC2 + BD2 = 4R2 sin2 � +  

+ 4R2 cos2 � = 4R2 (sin2 � + cos2 �) = 4R2, 
���  ��
������	� ��������. 
 

����
����
: � ���������!�  �
�-
�
�� 3��!��� ��
���� ���
��
� �
��
�� 3����
��: 

AM2 + MC2 + BM2 + MD2 = 4R2, !�
 M = AB � CD. 

A B

C

D

•

H 16.1. 

16.2. 
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A   

B   C   

D
16

 

��� !��� �!�%� � ��!����������$ ��3-
�� %��� ���"�!� �$��3��"!�, ���%����� 
� ��"!�!����, �!�%� "���� ���� ��� 
���!�����3�;� "!���� %��� �����. 
       AB + CD = BC + AD. 
 

16.1. (�10.007). *���� ����#��	� 	 ���
���� 15 	� ��-
	��� ������
��
���% ����
�% 	 ������� 	�������, ������ 17 	�. 
+��� �	�����% ����
�. 

 

*
#
��

 

/ ������ ����
� ABCD: AB =        
= CD = 17 c�, �H � AD, �H = 15 	� 
(���
�� ��	����� ����#��	� ���
� 
��	��
 ����
�).  

'� �CDH: DH = 8 c� (���!����� 
������ 8, 15, 17).  

3� �����
-�
��
�
 ��% ��	����� 
����
�: AB + CD = BC + AD. '�

�: 17 + 17 = BC + (8 + BC + 8), 
��� ��� BC = KH.  17 = 8 + BC,  BC = 9 	�.  AD = 9 + 2 · 8 = 25 (c�). 

8��
�: 9 	�, 25 	�. 
 

16.2. (�10.123). 3������ ������
��
���� ����
�, ��	��-
��� ����� ���!�, ����� S.  *��
�
��� ������� 	������ ����
�,  

	� ��
	���, ��� �	���� �!�� �� �	����� ���
� �/6.   
 

*
#
��

 

3�	�� � ����
� ABCD: AB = CD, �H � AD,  �DH = �/6 = 30º, 
SABCD = S (	�. �	. � �����
 16.1).  

1. �. ����
�% ��	���, �� BC + AD = 2CD � ½ (BC + AD) =     
= CD, �.
. ������% 	������ CD ����� 	�
��
� �� ����
�. 
H���
 ��!�, � �CDH: �H = ½ CD ( CDH = 30º).  

1��� �������, 	����� ������� 	������ ����
� ��#�� 
������� �
�
� �������� �������, ������ �����
�
�� 	�
��
� 
�� �� ��	���. 

'�

�: CD · ½ CD = S,  CD2 = 2S,  CD  = S2 . 
8��
�: S2 .

A

B C

DK 

15 17

H 

•

• • • •

••
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16.3. (�305). 0
�
� �
��� ����#��	�, ��	����� � ����
-
��, ����
�
�� ��%��%, ������
����% �	�����%�. E���#�
, ��� 
���
��� $��� ��%���, ������
���� �
#�� ������� 	�������, 
���
� �
��
�� �
��
��� ����
�. 

 

.������
�!���� 
 

N
!�� ��
���	%, ��� ���
��� ������ ��%��� – 	�
��%% ��% 
����
�, ������% ����� ����	���
 �	������. 3� �����
-�
��
�
 
	���� �	������ ��	����� ����
� ����� 	���
 

 ������� 
	�����, ��$���� ��� ����� ������
 �
��
��� ����
�. *�	��� 
	�
��
�, ��� 	�
��%% ��% ����� �
��
�� �
��
���, �.�.�.  

  

16.4. +� 	�����
 AD ����� ABCD ��%�� ����� M. E�������, 
��� ����#��	�, ��	����
 � ��
�!����� ABM, BMC  CMD, 
�
�� ����� ��	��
�����.  

 

.������
�!����
 

X  

X  Y

K

 
 

G
���. 8	� X  Y – ���� �
�
	
�
�% ������#
�� ����-
������#��� 	����� ��	����!� �
���
��!������ ABCD, ��             
XD  + YB  = XB + YD  (1)    AX  + AY  = CX + CY  (2)  (�	. 	�
��). 
('	������% ������-�
��
��, ����#�
 �
��� 	���	��%�
����). 

 

/�	�� ����#��	� � ��
�!����� ABM  CMD, ����
�
� � 
�� ����� ��	��
����� (�	. 	�����). 8	� X, K, N – ���� 

 
�
�
	
�
�% 	 ��%��� AD, CM, BM, �� � 	�� �
��� �
��� 
	������
�%  AB + XN = BN + XA  (1!)    KC + KX = D�  + DX (2!). 

/����% � ���
�	���  (1!)  ���
�	���  (2!), ������ 
AB + XN – K� – KX = BN + XA – DC – DX  �  AB – K� + NK =        
= BN  – DC  + AD.  1. �. AB = AD, �� NK  – K�  = BN  – DC, � �. �. 
�B = �D, ��  NK + �B  =  BN  + KC.  

3� �����
-�
��
�
 �
���
��!����� BCKN – ��	�����, ���  
��������
� ���
�#�
�
. 

�
    �

17.1. 

17.2. 
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A

B 

C
D

 
 

17

 

��� !��� �!�%� �$��� ��!����������-
$� ��3�� %��� ���"�!� �$��3��"!�, 
���%����� � ��"!�!����, �!�%� "��-
�� ��� ���!�����3�;� ����� %��� ���-
�� 180�.  
        A +  C =  B +  D  = 180�. 

17.1. (�10.217). H��� �
��������  ��	�������� �	��-
�%� ���#�� �����
����%�� ����
�%, ����� � �

 ��#�� ���� 
��	���  ����� �

 ��#�� ���� ��	��� ����#��	��? 

 

.������
�!���� 
 

E���#
�, ��� �	���%� ����� ����-
�
����%
� ������
��
���% ����
�% 	 ��-
����� 	�������, ������ ����	���
 

 �	��-
����.  

5
����������!. 3�	�� ��% ����
� 	 
������� 	������� AB  CD 	��
	�-
���� ��	����%  ��	����% ����#��	�. 
1�!�� �� �����
-�
��
�
 17:  A  +  � = 
= 180�, �� ��% �	%��� ����
� �
���, ���  
  A  +  B = 180� , ��$����  C  =  B, 

�.
. ����
�% ������
��
���%. E��

, �� �����
-�
��
�
 16 ��% 
��	����� ����
� AB + CD = BC + AD. *�	���, ������%, ��� 
AB = CD, ������ AB = ½ ( BC + AD). 

.�����������!. 8	� ABCD – ������
��
���% ����
�%  AB = 
= CD = ½ ( BC + AD), ��  C  =  B,  A  +  B = 180�, �.
.  A  +  
+  � =180�  ����
�% ��	���. H���
 ��!�, 2AB = BC + AD � 
AB + CD = BC + AD , 	�
�����
����, ����
�% ��	���, �.�.�. 

17.2. (�3595) / ��
�!�����
 ABC ����
�
�� ��	��� AH  
�		
���	� BE. E���#�
, ��� 
	�  BEA = 45º, ��   EHC = 45º. 

 

.������
�!���� 
 

*�
����, ��	������� ��������, ��� HE – �		
���	� ��%��!� 
�!�� AHC. /�		���� �
��
�����%� � ���� E � AC. D – ����� 

!� �
�
	
�
�% 	� 	������� BC.  



3��
�
�
 �����-�
��
� 
_______________________________________________________________________________ 
98

� BEA = � BED, �.�. � $�� 
��%���!������ ��
�!������� 
����% 	������ BE  �����
 
�	���
 �!��, ���
#��
 � �
�. 
*�	��� AE = ED   E +  H =  
= 90º + 90º = 180º � ���������-
�
�	% �
���
��!�����
 AEDH.  

�����, 	��
	���
� ��	��-
��% ����� �
!� ����#��	��. *��
�� AE  ED – �����
 ����� $��� 
����#��	�. Q��
�	��� 	����
�	������ � ��! ��
�
� ���
�	��� 
��	����� �!��� AHE  EHD, �.
. HE – �		
���	� ��%��!� �!�� 
AHC   EHC = 45º, �.�.�. 

17.3. (�822. ������ ���	����). E���#�
, ��� �	�����% 
�
��
�����%���, ����
���� � ����������� ���� ��	����� 
����#��	� �� 	������ ��
�!������ (� � ������#
�%), �
-
#�� �� ����� ��%���. 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� � ABC – ��	�����, MX, 
MY, MZ – �����
 �
��
�����%��. 
E���#
� ������
#��	�� ��
� ��-
�
� X, Y, Z ����� ��%���, ��
#��-
%	� � ���
�	��
 �
��������� �!��� 
BYX  CYZ (	�. 4.1).  

3� ���
���
������ 	���	��� ��-
��#��	� X  Y – �
���� ��%��� 
�!���, ������
#��� ����#��	� 
	 ���
���� BM.  

*�	���  BYX =  BMX. 
/ �
���
��!�����
 MZCY:  Y +  Z = 180º, ��$���� 	��
	�-

��
� ��	����% ����� �
!� ����#��	��. *�	���  �YZ =  CMZ. 
�����, ��
	�� ��
��
��!� ���
�	��� ��#�� �������� ���
�	��� 
����� � ���� ��� �!���:  BMX  =  CMZ �  XBM  =  ZCM. 

3�	�
��

 ���
�	���  XBM =  ZCM – ��
����, ��� ��� 
��#��� � �!��� $��� ���� ������%
� �!�� ACM �� ����
�����!� 
(�!�� XBM � ABM  ACM – �������
#��
 �!�� ��	����!� 
�
���
��!������, � �!�� ZCM  ACM – 	�
#��
). 

R��
�#�
�
 ��������. 

A

B 

C

D
H 

E 

•
•

•

•

•

A

B C

M 

X 

Y   
Z•

•
••

17.4. 

18.1. 

18.2. 
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17.4. +� 	�����
 AC �	����!�����!� ��
�!������ ABC ���� 
����� �����, ����� ��		��%�
 �
#�� 

 ���
��%� �� ��
 ���-
!
 	������ ���� ���
����. 

 

*
#
��

 

/�
�
� �������
�%: K – 	-
����% �����, M  N – 

 ���
�� 
�� 	������ AB  BC.  

/ �
���
��!�����
 BNKM:   
 M +  N = 180º. �����, ����� 
�
!� ��#�� ��	��� ����#��	�� 
	 ���
���� BK.  

E�% ��	����� ����#��	� 
��
�!������ BMN ������:     

MN = BK sin B. <��#�
�� sin B � ������ ��	� – ��	��%���% 
�
����, ��$���� �����
�
�
 ���
� ���
���� �� ���
��-
�
� ����
� BK.   

+
	��#�� 	�
���� �����, ��� � $��� 	����
 BK � AC.  
8��
�: �	�����
 ��	��� ��
�!������, ����
�
���� � AC. 
 
 

 
 
 
 

 

18

 

*"�� ��������� �����%����� !����2�� 
������� ��������$������, !� ����� �� 
��"�!� ����� ����� "������ �����, � 
���;��� ����� $�����!� ��"�!�.   

S  =  h2. 
 

18.1. (�10.185). / ������
��
���� ����
� ���� 	�
��
� 
�� ����� 5, � ��!���� ������ �
��
�����%���. +��� ���-
���� ����
�. 

*
#
��
 
 

3��
�%% ������-�
��
��, ������ ������� S ������ ����
-
� �� ������
 S = h2: S = 52 = 25.  8��
�: 25.

18.2. (�10.134). / ������
��
���� ����
� ���� �	�����
 
����� 40 	�, � ���!�
 24 	�. E�!���� $��� ����
� ������ 
�
��
�����%���. +��� 

 �������. 

A

B 

C

M 

N 

K •
•

•
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*
#
��
 
 

+���
� 	�
���� ��� ������ ����
�, ������ 

 ��	��
:
(24 + 40) : 2 = 32 (	�). E��

, ���  � ��
�����
� �����
, ���	-
�� ������� �� ������
: 322 = 1024 (	�2).  8��
�: 1024 	�2.

18.3. (�10.319). E�!���� ������
��
���� ����
� ���-
��� �
��
�����%���, � 

 ������� ����� a2. +��� ��	��� ���-
�
�. 

*
#
��
 
 

3� �����
-�
��
�
: a2 = S = h2. *�	��� h = a (h  > 0).  
8��
�: a. 

18.4. (�1595). *	�����% ������
��
���� ����
� ����-
	%�	% ��� 5 : 12, � 

 ��	��� ����� 17. +����
 ����	 ����#��	�, 
��	����� ����� ����
�, 
	� ��
	���, ��� 

 	�
��%% ��% 
����� ��	��
. 

*
#
��
 
 

3�	�� ABCD �����% ����
�% 	 ��-
	���� CK, BC : AD = 5 : 12.  

*������� BC �
�
� 10�, AD – 24x. 
1�!�� MC = NK = 5�, AN = 12x, KD = 7�, 
!�
 M  N – 	
�
��� �	������. 

3� �	���� ����� 	�
��%% ��% 
��	����� ������
��
���� ����
� 
����� 

 ��	��
. *�	��� �� ���
�#�
-
��, ��������� �����
-�
��
�
 18, ��-
!���� ����
� ������ �
��
����-

�%���. / ��%���!������ ��
�!�����
 ACK: CK = 17, AK = 17x,   
 CAK = 45�. 1�� ��� CK = AK, �� 17x = 17, x = 1.  

�����, BC = 10, AD = 24. 
'� � CKD:  CKD = 90�, CD = �� 22 717 338 .  
Q���	 ��	����� ����� ����
� ����#��	� ����
� ��� 

����	 ��	����� ����#��	� ��
�!������ ADC:  CAD = 45�,  

sin 45� = 
2

1 , 169
2

338
45sin2

��
�

CD  = 13. 

8��
�: 13. 

5    x

12x  

17   

5    x 7x

19.1. 

19.2. 

19.3. 
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 a  

b  

19

 

*"�� �"������� �����%����� !����2�� 
����� a � b, !� �"������� �� ��"�!� 
����! %���#�� �"������� b �� ��"!� 

2
ab �  � 

2
ab � , %���#�� �� $�!��� 

����� "������ ����� !����2��. 
 

19.1. (�484). +����
 �
���

 �	�����
 ������
��
���� 
����
�, 
	� ��	���, ����
�
���% � �
���� �
���
!� �	��-
���%, �
�� �����

 �	�����
 �� ���
��, ��� � ������� �� 5 
�����
 ���!�!�. 

 

*
#
��
 
 

3� �����
-�
��
�
: 
22

abab �
�

� = 5, !�
 a – �
���

, b – ����-

�

 �	�����% ����
�. *�	��� a = 5.   
8��
�: 5. 

19.2. (�10.028). *	�����% ����������� ����
� a  b, 
������% 	������ �, ��!����� ����� d. E�������, ��� d2 = ab + c2. 

 

*
#
��
 
 

ABCD – �����% ����
�%, BC = a, 
AD = b, AB = c, BD = d.  

'� ��
�!������� BDH  BAH, �
-
��� ���� ���
� BH, �� �
��
�
 
3��!���: BD2  – DH2 = AB2 –AH2, � 
BD2  = AB2  + DH2 – AH2.  

'�

�: d2 = �2 + 
2

2
�
�
�

�
�
� � ab 2

2
�
�
�

�
�
� �

�
ab = 

= c2  + 
4

4ab = ab + c2, �. �. �. 

19.3. (�10.323). E�!����� ����������� ����
� �����       
10 	�, � ������� ����� 48 	�2. +��� ��	��� ����
�. 

a 

A 

B C 

DH

c d 

•

•

2
ab �

2
ba �
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/�	������
�	% �	����� � �����
 19.2.  
3� �	���� BD = 10 c�, ��$���� DH2 + BH2 = 102 (1).  
3� �����
-�
��
�
 ���
��� �����
!� �	�����% DH ���
� 	�
�-

�
� �� ����
�, ��$����, ������% �����
 �	���
 �����, 
������ DH� BH = 48 � 2DH� BH = 96 (2).  

3���
��� 	�������% ���
�	��� (1)  (2), �

�:  
(DH + BH)2  = 196. *�	��� DH + BH = 14 (	�).  
N
!�� ��
���	% (���!����� ������ 6, 8, 10), ��� DH = 6 	�, 

BH = 8 	� � DH = 8 	�, BH = 6 	�. 
8��
�: 6 	� � 8 	�. 
 
19.4. (�10.233). +��� 	�
���� ��� ����������� ����
-

� 	 ��	���� h, 
	� ������% 	������ ���� � �
���� ��	����� 
����#��	� ��� �!��� 120º. 

*
#
��
 
 

/ ����
� ABCD: AB = CD, AH � BC, 
AH = h,  AOB = 120º, !�
 8 – �
��� 
��	����� ����#��	�.  

 ACB = 120º : 2 = 60º ��� ��	�����.  
'� � ACH: �H = AH : 3  = h : 3  
3� �����
-�
��
�
 ���
��� �H ���
� 

	�
��
� �� ����
�. 
8��
�: h : 3  
 

 

 
 

 
 

 

20

 

8�����!������ "���"!�� !����2��. 
 

'�����, ������;�� ����� !��$� ����-
"������ ���������� !����2�� � !��$� 
����"������ ������3���� �A %�$��� 
"!����, ������! ����� "������� �"-
������� !����2��. 
 

20.1. (�614). ��
��%% ��% ����
� ����� 4, �!�� �� 
����� � �	������ ����� 40º  50º. +����
 �	�����% ����
�, 

	� ���
���, 	�
��%��� 	
�
��� $�� �	������, ���
� 1.  

A    

h
60  °

B C

D

O

H 

•

• • •

••
20.2. 

20.3. 
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��
 
 

/ ����
� ABCD:  D = 
= 40º,  A = 50º; N  M – 
	
�
��� �	������ BC  
AD,  MN = 1. 

3����� ������
 	��-
���� ����
� �� � �
�
-
	
�
�% � ����
 K. 3� ����-
�
-�
��
�
 ���� M, N, K 
�
#�� �� ����� ��%���.  

*���������
	% ��
�!����� AKD  BKC – ��%���!�����
, 
�.�.  K = 180º – 40º – 50º = 90º. �����, AM = MK, BN = NK.  

/����% ���
�	���, ������: AM – BN = MK – NK  = MN = 1. 
'���, AM – BN = 1, AM + BN = 4, ��� ��� ���� 	�
��
� �� 

����
� ����� 4 �� �	����. *�	��� 2AM = AD = 5.  
<
���

 �	�����
 ����
� ����� 2 · 4 – 5, �.
. 3. 
8��
�: 3, 5. 
 
20.2. (�562). ����� �!��� �� ����� � �	������ ����
� 

����� 90º. E���#�
, ��� ���
���, 	�
��%��� 	
�
��� �	����-
��, ���
� � ���������	�. 

 

.������
�!���� 
 

/ $���  ���� ��	�
����� ������� ��	������
�	% �	����� � 
�����
 20.1. 

 *	�����% ����
� 	��#�� !���
����� ��%���!������ ��
-
�!������� AKD  BKC  ����
���� ����	�� ��	����� ����#-
��	�
� (	�. 20.1). ��
�����
����, KM = ½ AD, KN = ½ BC.   

MN = KM – KN = ½ (AD – BC), �.�.�. 
 
20.3. (�1910). 3�%��
, 	��
�#��
 ������
 	������ �����-

�
��
���� ����
�, �
�
	
����	% ��� ��%��� �!���. +����
 
	������ ����
�, 
	� 

 ������� ����� 12, � ��	��� ����� 2. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� �	�����% ����
� ����� a  b (a > b).  
'� 	���� ����� ��	����� ����
���� ������  ��	���, ��-

$���� a + b = 2 � 12 : 2 = 12.  
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'� ����� 20.2 	�
��
�, ��� a – b = 2 � 2 = 4, ��� ��� ���
���, 
	�
��%��� 	
�
��� �	������ ������ ����
�, ���
� 

 
��	��
. '���, a + b = 12  a – b = 4. *�	��� a = 8, b = 4.  

A�����% 	������ ������ ����
� ��
���� � 2 ��� �����
 

 
��	���, �.
. �����  2 2 .  8��
�: 4,  8,  2 2 ,  2 2 . 

 
20.4. (�488). 3�	�� M  N – c
�
��� �	������ ����
�. 

E���#�
, ��� 
	� ��%��% MN ������
� �����
 �!�� 	 ������� 
	������� ����
�, �� $�� ����
�% ����������%. 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� M  N – c
�
��� �	������ AD  BC ����
� ABCD,     
K = AB � CD. 3� �����
-�
��
�
 ���� M, N, K ������
#�� ����� 
��%���, � �� �	����  AKM =  MKD.   

�����, ��
�!����� ADK  BCK – ������
��
���
, �.�. KM  
KN 	����
�	��
��� 	��#�� � �		
���	��  �
�����. 
*�	��� AK = DK  BK = CK.  

/����%, ������ AK – BK = DK – CK, �.
. AB = CD, �.�.�.  
    

 
 
 
 
 
 
 

a   

b   

d    1
d2

 

21

 

7���"!��� �� !������ $�"���"��. 
 

7���� $�����!�� ���������� �������-
�������� ����� "���� $�����!�� ��� 
"!����.     d1

2 + d2
2 = 2 (a2 + b2). 

 

21.1. (�10.011). *	�����
 ������
��
���!� ��
�!������ 
����� 4 2 	�, � �
���� ������� 	������ 5 	�. +��� ���� ��-
����� 	�����. 

*
#
��
 
 

E�	���� �������� ��
�!����� �� 
������
��!�����  �������� �
�
� x 
������� ������� 	������ ��
�!���-
���, ������ �� �����
-�
��
�
: 
 (2x)2 + 102 = 2 ((4 2 )2 + (2x)2) �    
2x2  + 50 = 32 + 4x2 , x2 = 9, x = 3 	�           
(x > 0), 2x = 6 	�.  

8��
�: 6 	�. 

x 

x 

2x 

5 

5 

•

••
24

21.2. 

21.3. 

21.4. 
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21.2. (�10.327). *��
�
��� ������� ��
�!������, 
	� ��
 

!� 	������ ����� 1  15 	� , � �
���� ��
��
� 	������ – 2 	�. 

 

*
#
��
  
 

3��
�%% �
 #
 �������
�%  	���	���, ���  � ��
�����
� 
�����
, ������: 4x2 + 42 = 2 (12  + ( 15 )2),  4�2  = 2 · 16 – 16, x2  =  4,  
x = 2 	� (x > 0),  2x = 4 	�. 

���
��, ��� 12 + ( 15 )2 = 42, ��$���� ��
�!����� 	� 	������-
� 1, 15 , 4 – ��%���!������.  

��
�����
����, 
!� ������� ����� ������
 �����
�
�% ��-
�
���:  ½ · 1 · 15 = 75,3 (	�2). 

8��
�: 75,3 	�2. 
 
21.3. E�������, ��� 	���� ��������� ��		��%�� �� ������-

����� ���� ����� � ���� ����
����
	�� ����#��	�
� �� ���-
��� ���
��� ���!�� ����#��	� 
	�� ��	��%���% �
����. 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� C – ����������% ����� �
��-
�
� ����#��	�, AB – ����������� 
���
�� �����
�. 1�
��
�	% ��������, ��� 
CA2 + CB2 – ��	��%���% �
����. 

3���
�
� ���
�� CD  ���
� �� ��-
���
, ��� ���
��� AB  CD ��!�� 	��-
#�� ��!����%� ������
��!����� ABCD 
(���� �
��� ����#��	�
� �
�� � ����-
���).  

��
�����
����, CA2 + CB2  = ½ (CD2 + AB2 ).  
3����% ��	�� $��!� ���
�	��� ��% ��	�������� ����#��	�
� 

%��%
�	% ��	��%���� �
�����, ��$����  �
��% ��	�� – �
���� 
��	��%���%, �.�.�. 

 
21.4. (�607). E�!����� AC ������
��!����� ABCD ����
 

�����
 ��!���� BD  �
�
	
��
�	% 	 �
� ��� �!��� � 60�. 
+����
 ���
���, 	�
��%��� �
���� D 	 	
�
���� 	������ 
BC, 
	� AC = 24, � �!�� BDC – �����. 

A

B 
C

D

•

•
•

••
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3� 	���	��� ������
-
��!�����: AK = KC = 12, 
BK = BD = 4. 

3�	�� BM = MC. 3���-
�� DM  ��	���� ��-
����
��!���� DBNC, ��-

!����� DN ������!� ����� ����
����� 	������ ���
���.  
������� ���	�� �������� ���
���� BC  CD, ���
�%% 

�
��
�� ��	��	�� � ��
�!������� CKB  CKD ( CKD = 60�, 
��$���� 	�
#��� 	 �� �!�� CKB ���
� 120�). 

BC2 = 122 + 42 – 2 � 12 � 4 � (–½) = 144 + 16 + 48 = 208. 
CD2 = 122 + 42 – 2 � 12 � 4 � ½ = 144 + 16 – 48 = 112. 
3� �����
-�
��
�
 ��% ������
��!����� DBNC ����
�: 
DN2 = 2(CD2 + BD2) – BC2. '�

�: DN2 = 2(64 +112) – 208 =       

= 4(32 + 56 – 52) = 4 � 36 = (2 � 6)2 = 122. 
'���, DN = 12, � DM = 12 : 2 = 6.  8��
�: 6. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

d    1d2

 

22

 

'��;��� ��!����������$� ����� ��-
������ ������������ ����������, ����-
3������ �� "���" ���� ��3�� ����.  
S = ½ d1d2 sin �.  
C���"!���: ���;��� ��!����������-
$�, ��������� $�!����� ������� ���-
�����$������, ����� �������� �����-
������� ����������.  S = ½ d1d2. 

22.1. (�10.356). E�������, ��� � �	
� ��%���!�������, ��-
	����� � ����  �� #
 ����#��	��, ��������� ������� �

� 
�������.     

                               *
#
��
 
 

*����� �����
 �� ��, ��� �����
 ��!���� ��%���!���-
����, ��	����� � ����  �� #
 ����#��	��, ����� ���
��� d 
$��� ����#��	�  %��%��	% ��	��%���� �
����� ��% ��-
	�������� ����#��	�. 8	� � – �!�� �
#�� ��!����%� ��%-
���!������, �� 
!� ������� ����� ½ d · d · sin �. 2�� �����
-

22.2. 

22.3. 

22.4. 



�
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�
�
 �����
� �������

 ����
�
 �� � = 90º, �.
. ��!�� 
��%���!����� %��%
�	% ���������, �.�.�. 

22.2. (�10.302). 3������ �
���
��!������ ����� S. +��� 
������� ������
��!�����, 	������ ������!� �����  ������
��-
�� ��!����%� �
���
��!������. 

 

*
#
��
 
 

3�	���� ��������� ������
��!���� �� 
��!���� BD �
���
��!������ ABCD:  
BE || AC, BE = AC,  BOC =  BDF = �..  

'�

�: S = ½ AC · BD · sin �..  
*�	��� AC · BD sin � = 2S.  
3������ ������
��!����� c���: 

DF · BD sin �. = AC · BD sin � = 2S, ��� ��� 
DF = AC.  

8��
�: 2S. 

22.3. (�10.118). /��	��� 	������ �����, ���%, ��� ������� 

!� ����� S, � ���� ��!����
� ����	%�	% ��� m : n. 

 

*
#
��
 
 

/�
�
� �������
�%: a – 	������ �����, mx  nx – ������� 
!� 
��!����
� (x – ��$���
�� ��������������	�, x > 0).  

E�!���� ����� ������ �
��
�����%���, ��$���� �� 
�
��
�
 3��!��� (mx)2 + (nx)2 = �2 � a2 = (m2 + n2) · x2 (1);  
������� ����� ����� ������
 �����
�
�% 
!� ��!����
�, ��-
$���� S =  ½ · 2mx · 2nx � S = 2mn · x2  (2).  

Q���
�� (1) �� (2), ������: 
mn

nm
S
a

2

222 �
� ,  a2  = 

mn
nmS

2
)( 22 �� . 

8��
�: 
mn

nmS
2

)( 22 �� . 

 
22.4. E�!���� ����
� ABCD ������ �
��
�����%���. 

AC = 12 c�. +��� ������� ����
�, ���%, ��� ���� 

 	�
��
� 
�� ����� 10 	�. 

 

A

B 

C

D

O

E 

F•
•

•
•
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��
 
 

3���
�
� DM || AC. 1�!�� 
� ����������
�	% ������
-
��!����
 ACMD: �< = AD, 
DM = 12 c�.  
BM = BC + CM = BC +AD =  

= 2 �
�
2

ADBC 20 c� (	�
�-

�%% ��% ����
� ����� 10 	� �� �	����).  
/����� ��!����� ����
� ����
� � ��%���!�����!� 

��
�!������ BDM ( BDM = 90�, �.�. DM || AC).   
BD = 16 	� (���!����� ������ 12, 16, 20).  
/�	����������	� 	�
�	��
� � �����-�
��
��, ���	�� 

������� ����
�:  ½ · 12 · 16 = 6 · 16 = 96 (	�2).   
8��
�. 96 	�2. 
 
 

 
 
 
 
 
 

a     b     

c    
a´   b´

h

•

23

 

	�"�!� �������������� !���������$�, 
���;����� �� ���#���  ������� ����, 
���%����! ��� �� ��� !�e�������$�, ��-
��%�� �"������.  
*"�� � &!� !���������$� ���!� "��!-
��!"!��1;�� �������� &�����-!� x, 
y, z, !�  x2 + y2 = z2. 
 
'�"!� a � b – $�!�!�, h – ��"�!�, 
����������� $ ����!����� " ��������-
������ !���������$�, a' � b' – ����$2�� 
$�!�!�� �� ����!�����.  
�����  a2 = a'�  c;   b2 = b'�  c;   h2 = a'�  b'. 

7���"!���:  h = 
c

ab . 

23.1. (�10.066). *�� � ���
��� ��%���!�����!� ��
�!���-
��� ���
� 15 	�, � ���
��% ���!�!� ���
�� �� !���
���� ����� 
16 	�. +��� ����	 ����#��	�, ��	����� � ��
�!�����. 

 

12 12

23.2. 

23.3. 
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#
��
 
 

/ � ABC:  � = 90º, BC  AC – ���
��, 
BC = 15 	�, CH � AB, AH = 16 	�. 

3�	�� BH = x 	�, AB = (x +16) 	�.  
1�� ��� BC2 = BH · AB, �� 152 = x (x + 16) 

� x2  + 16x – 225 = 0, x = 9 c� (x > 0). 
�����, AB = 9 + 16 = 25 (	�), AC = 20 	�.  

���% 	������, ���	�� 	����� ����	: 
½ � (15 + 20 – 25) = 5 (c�).   

8��
�: 5 	�.

23.2. (�10.403). / ��%���!������ ��
�!�����
 ABC ( C =  
= 90º) ����
�
�� ��	��� CD. Q���	� ����#��	�
�, ��	����� � 
��
�!����� ACD  BCD, ����� 0,6 	�  0,8 	�. +��� ����	 
����#��	�, ��	����� � ��
�!����� ABC. 

 

*
#
��
         
 

/�	��� CD ����
�
�� � �
���� ��%��!� �!��. ��!��	�� ��-
�
�#�
�� �����-�
��
�� ����������
	% ��
�!����� �����-
�� ���! ���!�  ������� ������� ��
�!������. Q���	� ��	��-
��� � $� ��
�!����� ����#��	�
� (	����
�	�����
 ��
���
 
$�
�
���) 	�%���� 	������
�
�: 22

2
2

1 rrr �� , !�
 r – 	����� 
����	, � r1  r2 – ����	� ����#��	�
�, ��	����� � ��
-
�!����� ACD  BCD. '�

�: r2 = 0,62 + 0,82 = 1 (	�).  

8��
�: 1 	�. 

23.3. `
��� O ��	����� � ����
�� ABCD ����#��	� ���-
�
� �� ������ 

 �
���
!� �	�����% AB, �����!� 70, �� 65  75. 
/��	��� ������� ����
�. 

 

*
#
��
 
 

/ �OAB ��
	��� �	
 	��-
����. /��	�� 
!� ��	��� 
OH, ������ 2S/AB,  ��
���� 
�������
 ���� � 5 ���, 	���% 
	������ ������ 13,14  15.  

1�!�� 
5

OH = 
14

867212 ��� = 

O

• •
• •A B 

C 

H

D

M 
N 

•

A

B

H

C

x 

15  

16

•

•

••
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= 8233 ��� = 12. '���, OH = OM = ON = 60 – ����	� ��	����� 
����#��	� (8M � AD, ON � BC).  

3������ ����
� ���	�� ��� �����
�
�
 	���� �	��-
���� �� ������� ��	���, �.
. �� ������
: OH (AB + �D). 

'� � OAH: AH/5 = 5 (���!����� ������ 5, 12, 13).  
'� � OBH: BH/5 = 9 (���!����� ������ 9, 12, 15).  
�����, 3M = AH = 25, BN = BH = 45 (�����
 ���
�� ��	�-

�
�����, ����
�
���
 � ����#��	� � ���
� A  B).  
/ ��%���!������ ��
�!������� AOD  BOC ���	�� ���-


�� ���
��� OD  OC �� � !���
����:  

5
MD =

5
122

, 
5

NC = 
9

122

= 16, �.
. MD = 144, NC = 80.  

DC = MD + NC = 144 + 80 = 224. 
1��� �������, OH · (AB + D�) = 60 · (70 + 224) = 17640. 
 

8��
�: 17640. 
 
23.4. (�10.062). / �����
� � ���� ����
����
	�� ���!�� 

����
�
�� �����, �����% 32 	�  ��	����%	% �
���
!� ���!�. 
*��
�
��� ���� ����	� ��#��!� � ���!��, 
	� ���� ����-
������
!�	% ������ ����� 8 	�.  

 

*
#
��
 
 

3�	�� O – ���� �
��� ���!��, OA 
 OB – � ����	�, AB = 8 c�;     �D – 
�����, ��	����%	% �
���
!� ���!� � 
����
 A, CD = 32 	� �� �	���� 
�����.  

3���
�
� ���
�� BK �
��
��-
���%��� ����
 CD  	�
��� 
!� 
����� 	 ������ C. 

1�!�� AC = 16 	�,  BCK = 90� ��� 
��	����� �!��, �������	% �� 
���
�� (�����-�
��
�� 1  4).  

'�

�: AC2 = AB · AK � 16 · 16 =      
= 8 · (2 · OA + 8),   2 · 16 = 2 OA +8,  OA = 16 – 4 = 12 	�.  

OB = 12 + 8 = 20 (	�). 
 
 

8��
�: 12 	�  20 	�. 
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A
B 

C

D

•
•

•

•

M    

N   

24

 

�� !��$� ), ���!�� ��� �$��3��"!�, 
��������� $ ��� $�"�!������ )	 � ��� 
"�$�;��, ����"�$�1;�� �$��3��"!� � 
!��$� 7 � D, M � N "��!��!"!�����.  
�����   AB2 = AC � AD.  
7���"!���:   AC � AD = AM � AN. 

 

24.1. (�10.012). '� ���� A, �
 �
#��
� �� ����#��	�, 
����
�
�� � �
� ��	��
����%  	
����%. Q�		��%�
 �� ���� A �� 
���� ��	��% ����� 16 	�, � �� ����� � ���
� �
�
	
�
�% 	
��-
�
� 	 ����#��	��� 32 	�. +��� ����	 ����#��	�, 
	� 	
��-
��% ����
�� �� 

 �
���� �� 5 	�. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� O – �
���, AB –��	��
����%, 
AD – 	
����%. AB = 16 	�, AD = 32 	�. 

3���
�
� OK � �D  ����	 OC. 
OK = 5 	�. *������� �� �
�
� x, 
��!�� CD = 2x c� (������-�
��
�� 1).  

3� �����
-�
��
�
: AB2 = AC · AD 
� 162 = 32 (32 – 2x), 8 = 32 – 2x,        
4 = 16 – x,   x = 12 	�.  

'� ��%���!�����!� ��
�!������ 
OCK  O� = 13 c� (���!����� ������ 

5, 12, 13).  8��
�: 13 	�.                                                           
 

24.2. (�10.228). *�� ���
� ���
��� ��������#��	� 	��-
����
� 	 �
����� �!�� �� �	����� ������
��
���!� ��
�!���-
���, � ���!�� ������
#� $���� �	������. +��� ����	 ����-
����#��	�, 
	� ��� ��	�
�	% ����� ������� 	������  �
�� 
���!�� �� ���
�� ����� 5  4 	�, 	���% �� �	�����%. 

 

*
#
��
 
 

+� �	���
 O – �
���, OM – ����	, CK – ���
�� ��������#-
��	�, K � AC, M � AB. N = O��(O, OM) � BC.  

/ � ABC: AB = AC  =  4  + 5 = 9 (c�). 
3� �����
-�
��
�
 BM 

2 = BN · BC � BM 
2 = 4 · 9 = 36 (	�).  

*�	��� BM = 6 c�, AM = 3 c�.  3�	�� OK = OM = OC = R.  

A16   

5

B 

C

D

K 

O
•

•

• •

••
x

x
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/�	������
�	% �����
� ��
�-
!������� AOM  CKN ( A =  C): 

CK
CN

OA
AM

� , 
ROA 2
53

� , OA = R
5
6 .  

'� � AOM �� �
��
�
 3��!���: 
2

2

25
36 RR

� = 32, 2

2

5
11R = 32, 11 · R =   

= 15,  R = 
11

15 	�.  8��
�:
11

15 	�.       

 
24.3. (�1427). E���#�
, ��� ��%��%, ������%��% �
�
� ���� 

�
�
	
�
�% ���� ����#��	�
�, �
�� ������� ����� ��	��
��-
��� � ��. 

 

.������
�!���� 
                              

3�	�� � – ����� �
�
	
�
�% ��%-
��� AB  MN (AB – ����% 	
����% 
����#��	�
�, MN – ��	��
����%). 

E�% ���
���� ��	��
����� CM  
CN �
��� ���
�	���: 

�N2 = CA · CB, �M2 = CA · CB. 
*�	��� �N2 = �M2 � CM = CN, ��� 
 ��
������	� ��������.

24.4. / �!�� ABC ��	��� ��
 �
�
�
	
����
	% ����#��	�. 
M – ����� ��	��% �
���
� ����#��	� 	� 	������� AB, P – ����-
�
� 	� 	������� B�. E�������, ��� ����#��	� ��	
���� �����
 
�����, ������
#��
 ��%��� MP. 

 

.������
�!���� 
 

1�
��
�	% ��������, ��� MK = NP. 
3�	�� T  Q – ���� ��	��% �� 	��-

����� �!�� BC  AB. 1�!�� MQ = TP  �� 
�����
-�
��
�
 MQ2 = MN � MP = TP2 = 
=  PK � MP. *�	���  MN = PK.   

'�

�: MK + KN = NP + KN, �.
.     
MK = NP, �. �. �. 

A

B   

RC

M 
N 

K O

5   

4

•

•

• • •

•
•

A

B 

C
M 

N 

•

• •••

K
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•

•
a  

h   

b

25

 

*"�� � �����%����1 !����2�1 ��3�� 
���"�!� �$��3��"!�, !� �� ��"�!� 
�"!� "������ ������2��������� �"��-
�����: h = ba �  ���  h2 = ab . 

 

 

25.1. (�1925). / ������
��
���� ����
�� ��	��� ����#-
��	�� ����	� R. /
���

 �	�����
 ����
� � ��� ���� �
���
 


 ��	���. +����
 ������� ����
�. 

 

*
#
��
 
 

/�	��� ��	����� ����
� ����� 2R. '� �	���% 	�
��
�, ��� 
�
���

 �	�����
 ����� R.  

3� �����
-�
��
�
 �

�: 4R2 = Rx, !�
 x – �#�

 �	�����
 
����
�. *�	��� x = 4R (R > 0).  

3������ ����
� ����
� ��� �����
�
�
 	���� �	������ 
�� ������� ��	���, �.
. (R  + 4R) � R = 5R2.    

8��
�: 5R 2. 
 

25.2. (�2277). / ������
��
���� ����
�� ��	��� ����#-
��	��. Q�		��%�
 �� �
���� ����#��	� �� ���� �
�
	
�
�% 
��!����
� ����
� ����	�	% � ����	�, ��� 3 : 5. +����
 
�����
�
 �
��
��� ����
� � ���
 ��	����� ����#��	�. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� AB = CD, K = AC � BD, 
O – �
��� ��	����� ����#-
��	�, M  N – 	
�
��� �	����-
��, OK : ON = 3 : 5. 1�!�� MK = 
= 5x – 3x = 2x, NK = 8x (x > 0). 
� KMC ~ � KNA, ��$���� 

MC : AN  =  MK  : NK  = 1 : 4. 
8	� MC = y, AN = ND = 4y, 

�� CD = 5y, � �
��
�� ��	��-
��� ������
��
���� ����
� ���
� 4CD � 20y (y > 0). 

3� �����
-�
��
�
 MN2 = AD � BC, �.
. (10x)2 = 2y � 8y = (4y)2. 

*�	���  10x = 4y   	����
 �����
�
 ����� 
y

y
4

20
��

 = 
�
5 . 

*��
�: 5 : �. 
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25.3. +� ������� 	������� KL  MN ����������� ����
� 
KLMN  ������� 	����
�	��
��� ���� P  Q ���, ��� ���
��� PQ 
������
�
� �	�����%� ����
�. '��
	���, ��� � ��#��� � 
����
�� KPQN  PLMQ ��#�� ��	��� ����#��	��,  ����	� 
$�� ����#��	�
� ����� R  r 	����
�	��
���. *��
�
��� �	��-
���% LM  KN. 

 
*
#
��
 

 

��
��� �
���� ����#��	�
�, ���� 
O1  O2 	 ������ Q.  QO1, QO2 – �		
��-
�	� 	�
#��� �!��� MQP, NQP, ��$���� 
 O1QO2 = 90º  QT2 = O1T � O2T (T =         
= O1O2  � PQ),  QT = rR ,  PQ = 2 rR .   

'���, ���

 �	�����
 PQ ������
�-
�
���� ����
�� KPQN  PLMQ ����� 
2 rR , �  ���
��� ��	����� � �� ��-
��#��	�
�, ��	��� ��������� ����
��, 
����� 2r  2R.  

3� �����
-�
��
�
: LM =
rR

r
2
4 2

= 2r
R
r ,  KN =

rR
R

2
4 2

= 2R
r
R .   

 8��
�: 2r
R
r ,  2R

r
R . 

 (��. ������ 43). 

25.4. (�10.378). E�
 ����#��	� ��	���	% ���! ���!� ��
�-
�� �������. 0
���
 ���� ��	��% � ���� ��
��� ��	��
��-
��� A, B, C, D ��	�
�����
���� 	�
��
��. 3�������, ��� � �
��-
�
��!����� ABCD ��#�� ��	��� ����#��	��,  ���� 

 ����	, 

	� ����	� ������ ����#��	�
� ����� R  r  [28, c.201].  

 

*
#
��
 
 

3�	�� O1, O2 – �
���� ����#��	�
�. C�
��� � 	 ������ C 
 D, B  A 	����
�	��
���. ABCD – ������
��
���% ����
�%, ��� 
��� ��
�!����� CO1D  AO2B !����
���� 	 ��$���
���� R/r  
(BC � AD = O  – �
��� !����
�).  

O   1

O2

T
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0
�
� ����� ��	��% ������ ����#��	�
� K ����
�
� MN � AB 
(M � BC, N � AD).  

MC = MK, MB = MK (���
�� ��	��
�����), ��$���� MC = MB.  
*�	��� 	�
��
�, ��� MN – 

	�
��%% ��% ����
� 
ABCD, MN  = ½ (AB + CD). 

+� MN  = ½ (AD + BC), �.
. 
AB + CD = AD + BC  
����
�% ABCD – ��	���.  

'� ��%���!�����!� ��
-
�!������ O1MO2 (MO1  
MO2 – �		
���	� 	�
#-
��� �!���) MK2 = O1K · KO2,  
MK2 = Rr, MK = Rr .  

�����, MN = 2MK = 2 rR � .  

'�

�: 2MN = AB + CD = AB + AB
r
R
�  � 4 rR �  = AB (1 +

r
R ),   

AB =
rR

Rrr
�

4 . 

'	����� ����	 ����
� ��� ������� ��	��� ��	����� ���-
�
� ABCD, ������% �� �����
-�
��
�
 %��%
�	% 	�
��� ������-
��������� 

 �	������.  

h2 = AB · CD = AB · AB
r
R
�  = 2AB

r
R
�  (h – ��	���);   

h = 
r
R AB =

)(
4

rRr
rRrR

��
��  = 

rR
Rr
�

4 ;  .2
2 rR

Rrh
�

�    

8��
�: 
rR

Rr
�

2 . 

A

B 
C

D

M 

N 

K O

R 
r 

•
•••

•

•
•

•

•

•
1 2
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                                  ������ ������� ����� 

 
 
 

5.1.  ���
���� �!"�#	���$�%& ����'� � *#��  
 
������	��� 	 �
����� �
�
�% ����� ����
� 	 �����

 ����-

�
��
����� – ��
�
�% �	����!��
����� ���
����  �!���. 
(�	�����
�!��
 �
������ – ��� �
������, ������
 	�� 

�
#
��� ������ ������ 	����� �
�����, �������� � �������. 
/����
, �	����!��
����� �
����� ��#
� ���� ���� ���
���, 
�
���� �!��, �
��
��, �������, ��;
�, � ���#
 !
��
���
	��% 
�!��� – �����, ���
���, �!��, ��
�!�����, ����#��	��  �. �. 

8	� � ����
		
 �
�
�% �
%	��, ��� ������� 	����
 �
�-
��� �
�
� �����
, �� 	�������� �	����!��
����
 �
����, 
����� 	�	����� �
	������ �
���	��� �����
��, 	�%������� 
	����
  �����
 �
����. 0	�� �����
�� ���#�� ���� 
��	�������� ��% ��!�, ����� ��	�
 	����
�% � �� �	����-
!��
����� �
��
	���� ��#�� ���� ���� 	����
. 

26. (�2301). 3�%��%, ������
����% �	�����%� ����
�, �
-
�� 

 �� ��
 ����
�, ������ ������� ����	%�	% ��� 1 : 2. +��-
��
 ���
��� $��� ��%���, ������
���� ����� ����
�, 
	� 
�	�����% ����� a  b. 

 

*
#
��
 
 

3�	�� � ����
� ABCD BC = a, AD = 
= b,  MN = x – 	����� ���
���.  

�	��, ��� ��% 	���������% � �
�
-
� �	�����!� �	���% ��#�� � ���
	��
 
�	����!��
����� ���
���� ��
	� ��	�-
�� ����
��-��	�
� – CQ  NT. *�����-
�� � 	����
�	��
��� �
�
� c  d. / ��-
�%��� �������
�%� �	���
 ���
� ��: 
(b + x) d = 2(a + x) c  (1).   P  T  

Q  K  

27.



26.
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0���� ������� 
�
 ���� �����
�
, 	�%������

 �
�
�
���
,  
����
�
� �P � AB  (�P � AD = K)  ��	������
�	% �����
� ��
-
�!������� CKN  CPD:  

c
dc

ax
ab �
�

�
� ,  

c
d

ax
ab

��
�
� 1 ,   

c
d

ax
xb
�

�
�   (2). 

'� (1) � ��
 
xb
xa

�
� )(2 =

c
d   (2) 	�
��
�:  

xb
xa

�
� )(2 =

ax
xb

�
� .  

'�

�: 2(x2 – a2) = b2 – x2,  3x2 = b2 + 2a2,  x =
3

2 22 ba � (x > 0). 

8��
�:
3

2 22 ba � , 
	� a < b; 
3
2 22 ba � , 
	� a > b. 

 

27. (�2166). / ����
� ABCD �!�� A  D �� �	����� AD 
	����
�	��
��� ����� 60º  30º. 1���� N �
#� �� �	����� BC, 
���
� BN : NC = 2. 1���� M �
#� �� �	����� AD, ��%��% MN 
�
��
�����%��� �	�����%� ����
�  �
�� 

 ������� ����-
���. +����
 �����
�
 AM : MD. 

 

*
#
��
 
 

/	����!��
����
 ���
�� ������ ���-
������� �
�
�
���� ��% 	���������% 
� �
��� � �����
�%�. +� $� �
�-
��� ��!�� ���� ����
#�������, ���-
��
�, 
	� ���
�%
�	% 	���	��� ����-
�����	�. '	������
� � ���
� �
�
-

� ���
���  MN  ���#�� ��������� �������.  
/�-�
����, AP �
���
 BP � 3 ���, � DK �����
 �K � 3 ���. 

1�� ��� BP = MN  �K = MN, �� ��	��� 	�
��
�, ��� DK = 3AP  (1).  
/�-������, ����
� ABNM  MNCD – ������
��
  �
�� 

����  �� #
 ��	��� MN, ��$���� � ������ ��% � ������
� 
	�
��
�, ��� AM + BN = MD + NC. 

R�����%, ��� BN = 2NC �� �	����  NC = MK, ������
�:      
AM = MD – NC,  AM = DK  (2). 

'� (1)  (2): AM = 3AP. *�	��� PM = 2AP, MK = ½ PM = AP. 

'�

�: 
4
3

3
2

�
�
�

�
�
�

�
APAP
APAP

KDMK
PMAP

MD
AM . 8��
�: 3 : 4.  

 

(Q
��
 $�� ������, ���
�%% ���
���
����
 	���	��� ����
�). 

K
�30
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28.  / ����
� ABCD ������
 	������ A(  �D ����� 	���-

�
�	��
��� 1  2, � ��!���� (D  A� – 
2
34   

2
10 . /��	��� 

������� ����
� (	�. ������ 85). 
 

*
#
��
 
 

3�	�� O = AB � CD. 
DC : AB = CO : BO = 2 : 1, 

��$���� �������� CO �
�
� x, � 
BO �
�
� x/2. *��� �!�� O ��
-
�!������� AOC  DOB 	����-
��
� ��� �	����!��
�����.  

8	�  AOD = �, ��  �� �
�-
�
�
 ��	��	�� � ��������� ��
-

�!������� �

�:  

cos � = 
xx

xx

��

���

)12(2

5,2 )12( 22

 = 
)2(22

8,5  )2()2( 22

��

���

xx
xx

.  

*�	��� x + 1 – 2,5 = 4x + 4 – 8,5;  x = 1. �O = 1, BO = 0,5. 

3��	���� ����
�
 x � ������� ��% cos �, ����
�, ��� cos � = 
4
1 .  

SBOC  =  ½ BO · CO · sin � =  ½ · ½ · 1 · 16
11� = 16

15 .  

1�
�!����� AOD  BOC ������� 	 ��$���
���� �����%, 
������ 3, ��$����  SAOD = 9 SBOC,  SABCD = 9 SBOC  – SBOC  = 8 SBOC. 

'�

�:  SABCD  = 8 · 16
15  = 2

15 .  8��
�: 2
15 . 

 
29. (�1413. ?
��
�� ����
�
�). E���#�
, ��� 
	� �
��-

�
��!����� ��	�� � ����#��	��, �� 	���� �����
�
�� ��� 
���� ��� 
!� ����������#��� 	����� ����� �����
�
�� ��� 

!� ��!����
�. 

.������
�!���� 
 

1�
��
�	% ��������, ��� �� ��	����� �
���
��!�����
 ABCD 
AC � BD = AB � CD + AD � BC. 

A��
� ��		�������� ����	 ��	����� ����#��	� R ��� 
�	����!��
����� ���
��� (R �  0). 

A 

B C 

D

O

5,2 5,8

1 2

x  x/2

30. 



28.

29. 

� � �
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/�
�
� ���#
 �	����!��
����
 �!-
��:  A�( = �,  A�D = �,  BDC = �.  

3��
�%% 	�
�	��
 � �
��
�� 	-
��	��, ������-�
��
�� 15, � 	����
�	�-
����� ��
�!�������, ������ �
�
� 
�	����!��
����
 �
���� ��!����  
�	
 	������ �
���
��!������:  
AC = 2R sin (� + �), BD = 2R sin (� + �), 
AD = 2R sin �, AB = 2Rsin �, BC = 2R sin  �, 
CD = 2R sin ( � – (� + � + �)).   

3��	���� ����#
�% � ��������
��
 ���
�	���:  
4R2  sin (� + �) sin (� + �) =  4R2 (sin �  sin (� + � + �) + sin � sin �)�  

 

+
������ ��
���	%, ��� �����
�� ��#�
	���. 

30. (� 798. ������ 3����
��). / ��!� AB ����#��	� ��	��� 
������% AMB � ���� ���
���� (AM > MB). E���#�
, ��� �	����-
�
 �
��
�����%�� KH, ����
���!� � 	
�
��� K ��! AB �� 
���
��� AM, �
�� ������� �������, �.
. AH = HM + MB. 

 

.������
�!���� 
 

/�
�
� ��� �	����!��
����� �!�� –  ABM = 2�,  BAM = 2�  
�	����!��
����� ���
��� – ����	 R ����#��	�, 	��
�#��
� 
������ ��!� AB. '� ��
�!������ ABM �� �����
-�
��
�
 15:  
AM = 2R sin 2�, BM = 2R sin 2�, AM + BM = 2R (sin 2� + sin 2�), �.
. 
���� �	
� ������� ����#
�� �
�
� �	����!��
����
 �
����. 

1�� ��� K – 	
�
��� ��! AB, �� 
 ABK = � + �  � ��
�!������ 
ABK: AK = 2R sin (� + �). 

E���#
�, ���  KAM = � – �. 
3�	�� ��! AN  BM �����. 1�!�� 

���� ��! MN ����� 4� – 4�, � ��! 
KM – 2� – 2�. 2��  �����, ��� ��	����� �!�� KAM ���
� � – �. 

'� ��%���!�����!� ��
�!������ KAH: AH = AK 	os (� – �). 
'�

�: AH = 2R sin (� + �) 	os (� – �) = R (sin 2� + sin 2�). 
1��� �������, AH = ½ (AM + BM), ��� �����	���� ��������
-

���� ���
�	��� (	�. ������ 100). 
 
(C�. �����  1.4, 5.4, 7.3, 12.4, 33, 35.2, 44, 85, 93, 102).  

K 
N

�2�2
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 5.2.  ���
���� �!"�#	���$�+ "�/	
� 

*��� � �	������ 	���	�� ������ !��	�: 
	� �!��� ����-
��
�	% �� ��	�, %��%��
	% ���	��� �!���� (���	��% �!��� 
	�	��� � ���
���!� �	�� ���	�� ��
�!�������), �� ������� 
$��� �!��� ����� 	���
 ������
� 

 ��	�
�. H���
 ��!�, ���-
���� ��
�!������ ����#�
�	% �
�
� ������������
 ������� 

!� $�
�
���� (���!
 !
��
���
	�
 �!��� �
��, ��� ����-
��, ���#
 �
	������ ������ ��% ���	�
�% ������).  

 

+� ���
�
� $�� 	���	�� �	����� �
��� ������
�: ��� 
	��%��� ����� ������� ��������
 �����
���; ��������� ��, 
	�����
� �����
��
, ���
���%

 ���
����
 � ������
 �
������. 
+����
�, ��% ��%���!�����!� ��
�!������: S = ½ ab  S = ½ ch�. 
*�	���  h� = ab/�  (h� – ��	���, ����
�
���% � !���
���
 c).  
 

Q��������	�� �
����: ����#
��
 ���
���� a1  b1 ��%��� m 
����� ����#
��0 	��%��
$ ��
���!�����, �	�����% �������     
a1  b1, � �������
#��
 � �
���� 	�������� � �
#�� �� 
��%���, ������
����� ��%��� m. 

 

���
�%% �����
�
 ���
���� �����
�
� ������
�, ����#
�, 
�����
�, ������-�
��
�� 9 � 

 �������
�%�: 

b
a

bl
al

b
a

��
2/sin5,0
2/sin5,0

1

1

�
�  (� – �	����!��
����� �!��). 

 
31. E�������, ��� � �����	������
� ��
�!�����
 	���� ��	-

	��%�� �� ����� 
!� ���� �� 	����� – ��	��%���% �
����. 
 

.������
�!���� 
 

3�	�� a – 	������, d1, d2, d3 – ��		��%�% �� c����� ��
�!���-
���. S = ½ a (a 3 /2),  S = ½ ad1 + ½ ad2 + ½ ad3 = ½ a (d1 + d2 + d3).  

'�

�: d1 + d2 + d3 = a 3 /2 – ��	��%���% �
���� ��% ��	-
�������!� ��
�!������ (���� 
!� ��	���), �.�.�. 

 

32.  E�������, ��� � ��
�!�����
 1���
c

c

b

b

a

a

h
d

h
d

h
d , !�
 ha, hb,  

hc – ��	���, da, db, dc – ��		��%�% �� ����� 
!� ���� �� 	����� 
	����
�	��
��� ������ a, b, c. 

33.

34. 



31.
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.������
�!���� 
 

E
�	���
����, 1 = 
S

cdbdad cba

2
����� = 

ah
ad

a

a

�
�

+
bh
bd

b

b

�
� +

ch
cd

c

c

�
�  = 

c

c

b

b

a

a

h
d

h
d

h
d

�� , �.�.�. 

8	� �����% ����� – ��
���, r – ����	, 

�� 1���
cba h

r
h
r

h
r , 

rhhh cba

1111
��� . 

33. (�10.343).*��
�
��� ������� ��
�!������, 
	� ��
 
!� 
	������ ����� 35  14 	�, � �		
���	� �!�� �
#�� �� – 12 	�.  

 

*
#
��
 
 

3�	�� 2� – �!�� �
#�� �������� 	��- 
�����. 1�!�� S = ½ · 35 · 14 sin 2�   
S = ½ (35 · 12 sin � + 14 · 12 sin �).  
*�	��� 35 · 14 · 2 sin � 	os � = 49 · 12 sin �.  

1�� ��� sin � � 0, �� 5 · 2 	os � = 6, �.
. 	os � = .
5
3  �����, sin � = .

5
4  

'�

�: S = ½ · 35 · 14 · 2 · 
5
4

5
3
�  = 

5
12147 ��  = 

10
4849 �  =

10
48)150( ��  = 

=
10

482400 � = �
10

2352 235,2 (c�2).  8��
�: 235,2 c�2. 

34. (�2127). E���#�
, ��� 
	� a  b – 	������ ��
�!������, 

� – �!�� �
#�� ��,  l – �		
���	� $��!� �!��, ��  l =
ba

ab

�
2
�cos2

 . 
 

.������
�!���� 
 

'�

�:  S = ½ ab sin �,  S = ½ al sin
2
� + ½ bl sin

2
� .  

ab · 2 sin
2
� cos 

2
�  = l sin

2
� (a + b),   l = 

ba

ab

�
2
�cos 2

, �.�. sin
2
�  } 0.  

<
��� ������
� ���
��  �� �
�
� ����� 	�
�
��
��.  

35 1412 
•

d    b

d   c

da 
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35.1. (�12.315). H��
� ��%���!�����!� ��
�!������ ���
� a, 
�������
#��� 
�� �!�� ���
� �. 2��� ��
�!����� �����
�	% 
�����! ��%���, �
#��
� � ���	��	� ��
�!������, ������%�
� 
�
�
� �
���� �����!� �!��  �
��
�����%���� 
!� �		
���	
. 
+��� ��;
� �
�� ����
�%.  

 

*
#
��
 
 

 3�	�� �� �	���
 �����#
�� 
�	
��
 	
�
�
 �
�� ����
�% 
�����! ��%��� l, ��
�	����%��

 
	���� �	
�
���� ����	 BCMN, 
� ������!� ����
�� ����	� ACM 
 ABN.  

 C = 90º, AD – �		
���	� 
�!�� A (A � l, AD � l);  CAD = 

=  BAD = �/2, BC = a. /�
�
� �������
�% x, y, m, n 	���-
�
�	��
��� ��% ����	�� �	������  ��	�� ����	�� ACM  ABN,  
V – ��% ��;
�� �
�� ����
�%  ��	������
�	% �������� ��% 
���	�
�% ��;
�� �	
�
���!� ����	�  ��;
�� ����	�.  

3�����: V =
3
� ( (m +  n)(x2 + xy +  y2) – x2m – y2n ) =  

= 
3
� (mxy + my2 + nxy + nx2) = 

3
� (x + y)(my + nx)  (1). 

 

+���
� ���#�
� (x + y)  (my + nx), �
 ���	�%% ���
���� 
��#��� � �
��� x, y, m, n. 
 x + y = NH = NC cos 2

� = a ctg 2
� cos 2

�  ( CAD =  CNH = �/2).  

3� 	���	��� ������
�: SBCMN  =  SABN  + SACM  + 2SABC. *�	���   
(x + y)(m + n) = mx + ny + 2 � ½ � a� a � ctg � �  my + nx = a2 ctg �. 
+���
���
 ����#
�% ���	���� � ���
�	��� (1).  

 

8��
�: 
3
� a3 ctg � ctg 2

� cos 2
� . 

 
+����
 ����������
 �
�
�% �����, ������� ������ �	
�
���� 

����	 �� �����!�  ���	�%% �����	�� ��;
��� ���� ������ ����	��. 

35.2. 
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35.2. 3��	��	�� �
�
	
��
� ������
 �
��� ��������� �
��-
�
��!������ ������ � ������, ��	��%�� �� �
���� �� 

��		��%�% a, b, c, d. E�������, ��� 
dbca
1111

��� .  

.������
�!���� 
 

8��	��
���% ���	��	�� ������� �
�
� �� ����, �
 �
#��
 �� ����� 
��%���. ����	�����, �����
�, ���� A, B, C, ����
� ����� D ��� �
�
	
�
�
 
���	��	� ABC 	 ������� �
���� ������. E�������
��% ������� ����#�
� 
	��
	������� ���	��	�� �
#�� �
����� a, b, c, d. 

 

3�	�� SP – ��	��� ������ 
������, SA = a, SB = b,     
SC = c, SD = d, � =  DSK =   
=  BSK =  ASK =  CSK,   
K  = AC � BD = (ABC) � SP,   
l = SK (�	����!��
����
 �!�� 
 ���
��� – �		
���	� SK). 

1�!��  SASC = ½ ac sin 2� = 
= ½ al sin � + ½ cl sin �, �.
. 
2ac cos � = l (a + c)  (1).  

SBSD = ½ bd sin 2� =  
= ½ bl sin � + ½ dl sin �, �.
. 

2bd cos � = l (b + d)  (2).  
'� (1)  (2) �

�:  

l
�cos2  = 

ac
ca � , 

l
�cos2  = 

bd
db � , �.
. 

ac
ca �  = 

bd
db � , 

dbca
1111

��� . 

 
( �  /	����!��
����
 ��;
�  �!��). 

/�	������
�	% ��;
��� V ������ SABCD ��� �	����!��
��-
��� �
�����, ���	�%% 
!� ��� 	���� ��;
��� ����� BASC, 
DASC  ��� 	���� ��;
��� ����� ABSD, CBSD. 
V = � SASC  · BM + � SASC  · DN, !�
 BM � (ASC)  DN � (ASC). 
V = � SASC  (BM + DN) = � · ½ ac sin 2� (b sin � + d sin �)  (1).  
V = � SBSD · H1 + � SBSD · H2, H1, H2 – ��	��� ����� ABSD, �BSD. 
V = � SASC  (H1 + H2) = � · ½ bd sin 2� (a sin � + c sin �)  (2). 

'�

�: ac sin 2� sin � (b + d) = bd sin 2� sin � (a + c).  

1.�. sin � } 0, �� ac (b + d) = bd (a + c), 
bd

db
ac

ca �
�

� , �.�.�. 

(C�. �����  71, 72, 99). 

K
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5.3.  ���
���� �!"�#	���$�+ '�*9�!�� 
 

2��� �
��� %��%
�	% ���� � 	���� �%����  $��
������ 
�� �
�
� 	��#��� !
��
���
	�� �����. '�
% 
!� ���	��: 
��
	� � ��		����
�
 ����#��	��, 
	� $�� �����#�� � ������ 
����!����, ����� 	���
���! ������������
 ���$���� ���
�-
��� � ����, ��������� � �
$ (�����-�
��
�� 1-5, 12-17, 24-25  
�.�.). E�% $��!� �
�
��� ��
����	% �������
����
 ��	���
�%. 

���%%	� �� ���
�
�
�� !.�.�. (	�. 2.3), ����#��	�� ��	�� 	��-
#� � � �������� �����
	�� ����!����%� (	�. !�. 9). *�-
��#��	��� ���
��!� ����	� ��#�� 	����� �����, ����#��	��� 
�
	���
���!� ����	�  �
	���
��� ����
���� �
����� – ��%���. 
*���#��	�� – $�� ��
�
����% �!���, � ������� 	��
��	% ��	�
-
�����
����	�� �
��
���� ��������� ��	�����  ��	�����   
n–�!������� �� n " #. � �
� 	�%���� �������
 $�	��
������
 
	���	��� !
��
���
	�� �!��. 

*���#��	�� �

� �
	���
��� ���!� �	
� 	��
��  �
��� 
	��
��. E�
 ����
 ����#��	� !����
����, ��$���� �!��� 
	������
�	% � !
��
���
	�� ��
���������%� (	�. 5.4).  

"'�
�������
" ����#��	� (M������% (	�. 111, 142), 9 ���
� 
� 2��
�� (	�. 138)) �������� ���
���
����� 	���	����, ����-
��
 �����%� ���
�
�
 �� �
�
� ���!� �����. 

  

36. (� 1514). AL – �		
���	� �!�� A ��
�!������ ABC. 
E�������, ��� AL2  = AB · AC  – BL · LC.   

 

.������
�!���� 
 

Q�		����� ��	����� ����#��	�� 
��
�!������  ABC ��� �	����!��
�����.  

3����� �		
���	� AL �� �
�
	
-
�
�% 	 ����#��	��� � ����
 D  ���-
�
�
� ����� CD. /�	����
 �!�� B  D 
����� (������	% �� ����  �� #
 ��!�), 
� �!�� BAD  CAD ����� �� �	����. 

�����, � BAL ~ � DAC  
AC
AD

AL
AB

� .  

*�	��� AB · AC = AL · (AL  + LD) �  
AL2  =  AB · AC – AL · LD.   

+� �� 	���	��� �
�
	
�����	% ����  AL · LD = BL · LC. 
*������
���� �

�: AL2  = AB · AC  – BL · LC, �.�.�. 

A

B 
C

D

L 

•
•

37. 

38. 
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37. (� 1774. ?
��
�� ��0����). 1���� D ��	����#
�� �� 
	�����
 AB ��
�!������ ABC (�.
. �D – �
����). E���#�
, ���        
AC2 � DB  + BC2 � AD  – CD2 � AB  =  AB � AD � BD (c�. ������ 88). 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� B� = a, A� = b, AB = c, AD = n, 
BD = m, �D = d. '	������
� ����#-
��	�� 	 �
����� � ����
 C  ����	��  
d ��� �	����!��
�����. 

3�
�����#�, ��� $�� ����#��	�� 
�
�
	
��
� 	������ AB � ����
 X (
	� 
��� �
�
	
��
� ������#
�
 AB, ����-
���
��	��� �����!���), � ��%��
, 	�-

�
�#��
 	������ a  b, – 	����
�	��
��� � ������ M, N  P, K.  
/�	������
�	% 	���	���� 	
����, ����
�
���� � ����#��	� 

� ����� ����:  BM � BN = BD � BX    AP � AK = AX � AD. 
����
� ���
�	��� � ���%��� �������
�%�:  
(a – d) (a + d) = m (m + n – x)    (b – d) (b + d) = xn. 
R���#� � ��  n    m  	����
�	��
��� 

a2n – d2n = m2n + mn2 – mnx, b2m – d2m = mnx , ����
��� 	��#� 
����
 ���
�	���, ������:  a2n – d2n + b2m – d2m = m2n + mn2  � 
a2n + b2m – d2 (m+ n)  = mn (m+ n), �.
. a2n + b2m – d2c = mnc, �.�.�. 

38. (� 788). '� ���� A, ��	����#
���� ��
 ����#��	�, ���-
�
�
�� ��	��
����
 AB, AC  	
����% MN. 3�	�� B  C – ���� 
��	��%, � P – c
�
��� ����� MN. E�������, ���  BPA =  �PA. 

 

.������
�!���� 
 

3�	�� O – �
��� ����#��	-
�. 1�!�� OB � AB  O� � A�.  

�����, � �
���
��!�����
 
ABOC  B +  � = 180º  	�-
�
	���
� ��	����% ����� �
!� 
����#��	�� 	 ���
���� AO, 
������0 	������
� � �
�
� 
��� �	����!��
����� �!���.  

3�
#�
 �	
!� ���
� �� ��-
���
, ��� ����% �
���� �!��� 

A

B 

C

M 

N P 

O

•
•

•
•

•

••

X 
P 

K

D
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BPA  �PA �
#� �� $��� ����#��	� ������, ��� OP � MN (�� 
�	���� P – c
�
��� ����� MN)  �
���� ��%��!� �!�� OPA, 
������
!�	% �� ���
�� OA, ������
#� ����#��	�. 

E��

 ���
�� ���
�	��� ���
���� ��	��
����� AB  AC, ����-
��
 ��
�
� ���
�	��� 	����
�	��
���� ����  ��!. ��
�����
����, 
��	����
 �!�� BPA  �PA 	 �
����� �� ����� ����#��	�  
������
	% �� �����
 ��!, �����, �.�.�. 

39. E�
 ����#��	� �
�
	
����	% � ������ A  B. C
����%, 
������%��% �
�
� ����� A, �
�
	
��
� ����#��	� ������� � 
������ M  N 	����
�	��
���. H�	��
����
 � ����#��	�%� � ����
 
A �
�
	
����	% 	 ��%��� MB  NB 	����
�	��
��� � ������         
Q  P.  E�������, ��� QP || MN.  

 

.������
�!���� 
 

3�	�� ����� A ������
#� 
���
��� MN. / �������� 	��-
��
, �
�
�
 �����!���. E���-
#
�, ���  PQB =  M.   

'�
% �
�
�% ���
� �	������ 
�� ��
�
� �	����!��
����� ��-
��#��	�, ��	����� ����� �
-
���
��!������ APBQ, ������% 
	��
	���
�, 
	� ������%
�	% ��-

�
�	���  B +  A = 180º. 
*����� �����
 �� ��, ��� �!�� B – ���� ��% �
���
�-

�!������ APBQ  ��
�!������ BMN. 3� �
��
�
 � 	���
 �!��� 
��
�!������:  B +  M +  N = 180º. �����, �	��
�	% 
��
���	%, ���  A =  M +  N. 

E
�	���
����,  A =  QAP =  BAP +  QAB =  M +  N, 
������ ��� �!�� BAP  M ��
�%��	% �������� ��! AnB, � �!�� 
QAB  N – �������� ��! AmB. / $�� ����� ��� � �!��� – �!�� 
�
#�� ��	��
�����  ������, � ���!�� – ��	�����. 

1
�
�� 	 ������� ��
�
���� �	����!��
����� �!��� �����-
��
�, ���  BAP =  PQB, ��	������ �� ��
�%��	% �������� 
�����  ��� #
 ��!. 3� ����������� ���

  BAP =  M. 
��
�����
����,  PQB =  M  QP || MN, ���  ��
������	� 
��������. 

A

B   

n  
m

M 

N 

P 
Q

•
•

•

•
•

•

40. 
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40. (�3613). 3���������#��
 	������ �
���
��!������, 
��	����!� � ����#��	��, �
�
	
����	% � ������ P  Q. +����
 
PQ, 
	� ��	��
����
 � ����#��	�, ����
�
���
 � ���
� P  Q, 
����� a  b.  

 

*
#
��
 
 

3�	�� ABCD – ��	��-
��� �
���
��!����� � ��-
��#��	�� $1, P = AB � CD, 
Q = B� � AD, PK = a, QN = b.  

Q�		����� ��	����� 
����#��	�� $2 ��
�!������ 
ADP ��� �	����!��
�����. 
*�� �
�
	
�
� ��%��� PQ � 
����
 M. 
       DMQ = 180� –  DMP, 
       PAD  = 180� –  DMP. 

�����,  DMQ =  PAD. 
H���
 ��!�,  PAD =  DCB  
(��#��� � $�� �!��� 

������%
� �!�� BAD �� ����
�����!�).  
*�	���  DMQ =  DCB.  
+�  DCB +  DCQ = 180�, ��$����   DMQ +  DCQ =180�. 
'� ��	�
��
!� ���
�	��� 	�
��
�, ��� 	��
	���
� ����#��	�� 

$3, ��	����% ����� �
���
��!������ CDMQ. 
Q�		������% �
�
�� ����#��	� $1, $2  � ����� 	
�����   

QA, ����
�:  QM � QP = QD � QA = QN2. 
M����!���, ��% ����#��	�
� $1, $3  � ���
� 	
���
� PC:               

PM � PQ = PD � PC = PK2.  
'���, QM � QP = b2, PM � PQ = a2. ��������% ����
��� $� 

���
�	���, ������: QP (QM + PM) = a2 + b2  � QP � QP = a2 + b2, 
�.
. QP = 22 ba � . 

8��
�: 22 ba � . 
 
(C�. ����� 1.3, 4.2, 17.4, 102, 106, 109  ����
� 4.1). 
 
 

1 

2 

3
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5.4.  ���������� #��������!'�& "��;�	��	��+ 
 
3� ��
�
� �	����!��
����� �!�� ��	�� 	��������	% !
�-

�
���
	�
 ��
���������%: 	�����
�!��$ 	
�
���, ����
����, 
����
���, 	������  ��. `
�� � ���
�
�% – �����
�
 ��-
�����
����� � ����� 	���	�� � ����!����.  

� ������
	��� ���� ��
�%, �	�����
 �����
 �� �
�
� 
����� 	�
��
� ��
��� !����
�, �.�. ������
����� �
�
��	   
	��
��% ��	�������	% ����
, � ������� – ��
�� $��
���
�, 
�� �	��
��
�	% �
#
. /	
 !
��
���
	�
 ��
���������% ����� 
���
�%��	% � �
�
�� ����� �� ��	���
�
.  

E���#
� 	 ������� ����
��� ������-�
��
�� 20. 
 

(�1294. ���
���
�!��
 ���$���� ���	
'��). E���#�
, ��� ����� �
�
	
�
-
�% ������#
�� ������� 	����� ����
�, 	
�
��� �	������  ����� �
�
-
	
�
�% ��!����
� �
#�� �� ����� ��%���.    

 

                                                   .������
�!���� 
 

 

3�	�� AD�BC, AC � BD = K, AB � CD = M, 
BN = NC, AP = PD. 1�
��
�	% ��������, ��� 
���� M, N, K, P ������
#�� ����� ��%���. 

Q�		����� !����
�� 	 �
����� M  
����#�
����� ��$���
����. 1�� ��� 
AD�BC, �� ��
�!����� MBC �
�
���� � 
��
�!����� MAD, ����� N – � ����� P.  

3� !����
� 	 �
����� K  ������
��-
��� ��$���
���� ��
�!����� BKC �
�
-

���� � ��
�!����� DKA, ����� N – � ����� P. ��
�����
����,      
K � NP  �
���
 ���� M, N, K, P �
#�� �� ����� ��%���.  

 

41. E�������, ��� �� �����
���� ����	�� �������� 	� 	����-
��� a ��#�� ���
	��� ��������� ��
�!����� 	� 	������� a.  

 

.������
�!���� 
 

*�
����, ��� ��������� ��
�!����� 
��#�� ��	����#��, ��� �������� �� �	��-
�
. ������� AB  AC 	��
����� ����	-
�
���� ��%���, 	��
�#��
� ��!����� ����-
����,  �������� 	 
!� 	������� �!�� �� 
15� ( 45� – 60�: 2 ). /
���� 	������ ��
-
�!������ ����� �����
�� a/cos 15�, ��� 

O

42.

43. 
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�����
 a. 3�	�� O – �
��� ��
�!������ ABC. 1�!�� ��
�!����� 
!����
����� ��
�!������ ABC 	 �
����� � ����
 O  ��$�-
��
���� !����
� cos 15�  ���
� 	�����. 

 
 42. E�������, ��� ������� ��
�!������ ABC ��#�� ���	-

��� �� ������
 SABC = ¼ (a2 sin 2B + b2 sin 2A), !�
 a  b – ���� 
	�����, A  B – �
���� �������
#��� � �!���.  

 

.������
�!���� 
 

/�	������
�	% �	
��� 	��
��
�.  
3�	���� ��
�!����� ABD, 	��
���-

��� ������� ����	�
���� ��%��� AB. 1�!��  
SACBD = 2 SABC   (1). 

� ���!�� 	������,  SACBD = SCBD + SACD  =   
=  ½ a � a � sin 2B +  ½ b � b � sin 2A =   
=  ½ (a2 sin 2B + b2 sin 2A)  (2). 
'� (1)  (2) 	�
��
�, ���  
SABC = ¼ (a2 sin 2B + b2 sin 2A), �.�.�. 

 
43. +� ������� 	������� KL  MN ����������� ����
� 

KLMN  ������� 	����
�	��
��� ���� P  Q ���, ��� ���
��� PQ 
������
�
� �	�����%� ����
�. '��
	���, ��� � ��#��� � ���-
�
�� KPQN  PLMQ ��#�� ��	��� ����#��	��  ����	� $�� 
����#��	�
� ����� R  r 	����
�	��
���. *��
�
��� �	�����% 
LM  KN   (	�. ������ 25.3). 

 

*
#
��
 
 

3� !����
� 	 �
����� � ����
 S 
 ��$���
����, ������ R/r, �
��-
��% ����#��	�� �
�
���� � �������, 
����
�% PLMQ – � ����
�� KPQN, 
�.�. �� �	���� PQ � LM  PQ � KN.  

*�	��� 2b : 2a = R2 : r2  (LM = 2a, 
KN = 2b) � 2br2 = 2aR2  (1). 

���
��, ��� 	���� �	���� �!���, 
�������
#��� ����	�� ����#��	-
�
�, ����� 90�. �����, ��%���!�����
 
��
�!����� 	 ���
��� a, r  b, R 
%��%��	% ��������.  

a 

b    

r   

R 

S

K 

L  M  

N 

P  Q  
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'�

� �������� a : r = R : b – �����
 �	���
, 	�%������

 
�
��
	���
. ����
� 
!�  � ��
 2a � 2b = 4rR  (2). 

E
�%  ����#�%  (2)  ��  (1), ��	�
�����
���� ������:  

(2a)2 = 
R
rr 24 , 2a = 2r

R
r ;   (2b)2 = 

r
RR24 , 2b = 2R

r
R .   

8��
�:  2r
R
r , 2R

r
R .   

44. (������ W
���). +� 	�����
 AB ��%���!������ ABCD �� 
��
���� 	������ ��	���
�� ��������#��	��, �� ������� ������� 
����������% ����� M. 3�%��
 MC  MD �
�
	
���� 	������ AB � 
������ P  Q. +��� AP2 + BQ2, 
	� AB = 2a, BC = a 2 . 

 

*
#
��
 
 

3�	�� N = MB � CD, 
K = MA � CD, NC = n, 
KD = k.  
   3� !����
� 	 �
��-
��� M ��
�!����� MAB 
�
�
���� � ��
�!����� 
MKN, ����� Q – � ����� 
D, ����� P – � ����� C. 
��
�����
����, ���
�� AP 
 BQ �
�
���%� � ���
�� 

KC  ND.  +���
� 	����  DN2 + KC2. 
    DN2 + KC2 = (n + 2a)2 + (k + 2a)2

 =  n2 + 4an + 4a2 + k2 + 4ak + 4a2 =  
= (n2 + k2 + 4a2 + 4an + 4ak + 2nk) – 2nk + 4a2 = (n +  k + 2a)2 – 2nk  + 
+ 4a2 = NK2 – 2nk  + 4a2.  

/����� �����
�
�
 nk �
�
� a2.   
� BNC ~ � ADK ( BNC =  DAC, �.�. �� ������%�� �!�� K 

�� ��%��!�,  D =  M = 90�).  

'�

�: 
KD
AD

BC
NC

� , 
k

a
a

n 2
2
� , nk = 2a2.  

*�	���  4a2 – 2nk = 0,  DN2 + KC2 = NK2.  
'� 	���	�� !����
� ���
��
�, ��� AP2 + BQ2 = AB2 = 4a2. 
*��
�: 4a2. 

45. 
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45. (� 3562). / ��
�!�����
 ABC �!�� �� �
����� B  � 
����� 40�, BD – �		
���	� �!�� B. E���#�
, ���  BD +DA = BC. 

 

.������
�!���� 
 

C�
��� ����� D 
c ������ K ���
��� BC 
�����, ��� BK = BA.  
    �BAD = � BKD (�� 
���� 	�������  �!�� 
�
#�� ��).DA = DK,      
 BDA =  BDK = 60�. 

/������ ������� 
���
��� BC 	 �
����� B �� 20� �� ��	���� 	��
��
, �� ������� 
����� C �
�
��
� � ����� C1  BC  =  BC1.  

*����������	% ��
�!����� CDC1 ���
� ��
�!������ KDC 
�� 	�����
 CD  ���
#��� � �
� �!���. E
�	���
����, �!�� 
CDC1 (�
��������� 	 �!��� BDA)  KDC ����� �� 60�, � �!�� 
DCK  DCC1 �� 40� (� ������
��
���� ��
�!�����
 BCC1 �!�� 
�� �	����� ����� �� 80�). 

*�	��� DA = DK = DC1  BC  =  BC1 = BD +DC1 = BD +DA, �.�.�. 
 
(� C1 – ����� ���� A, 
	� ��		�������� �������� ���� 
�	
��� 	��
��� ����	�
���� ��%��� BD  CD). 
 
(� 3��
�
�
 ��!����
��). 

 

/����� AD  BC �
�
� BD c ������� �
��
�� 	��	��. 

� ABD: AD = 
�
�

100sin
20sinBD  .  � B�D: B� = 

�40sin2
3BD   (sin 120� =    

= sin 60�). 3�	�
 ���	������ � ��������
��
 ���
�	��� ������: 

BD +
�
�

100sin
20sinBD = 

�40sin2
3BD  � 

�40sin2
3 = 1 + 

�
�

100sin
20sin . 

�
�

���
100sin

20sin100sin
��
��

50cos50sin2
40cos60sin2 =

�
�

50cos
60sin = 

�40sin2
3 , �.�.�. 

 

 
(C�. ����� 50, 72, 73, 70.1, 92, 104, 109, 113, 115, 118, 138, 

141). 

C1

�20

�20

�40

�100

K
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5.5.  ���������� ���#������� 
 

1�!����
��% ���
�%
�	% �� �
�
� ������ �����. / !
�-
�
�� $�� 
	�
	��
���: ��!����
���
	�
 ����� ����#��� 
	������
�% �
#�� $�
�
���� ��%���!�����!� ��
�!������ – 
�!���, �	��
����
�	% ������
	� � ��#��� �����
.  

 
  *	��	��
, �����
�, 
�� �	����� !
��
��-
�
	�
 �������
��	��� 
������ ��!����
��:  

tg 15� = 2 – 3 , 

tg
�sin

�cos1
2
� �
�  

(� < 90�,  �!��  �/2  15� ���
�
�� ����% ��!��). 
 
Q������
 ������� ��!����
��  !
��
��, 	��
�#��
 

��!����
���
	�
 �����, ������ �
���� ���
�	�����	��  
!���	��. *�	��� ����������
 ���� 
!� ���
�
�%: �
��
�� ��-
	��	��, �
��
�� 	��	��, �����
�
 ��!����
���
	�� �����
-
��  ��#�
	��, 	���������
 �������� ��!����
���
	�� ����-
��.  

 

��
����� �������
���� �
�
��� ���
��0� 	�����
. *�'��-
���!��
 	���
�
��
 ��� ������� 	�� �
#
��� ��������
�!��� 
�����, � ������� ��
�� ������ � ������� ��
�
���� ����� �
� 
���� (��
�
�
 �	����!��
����!� �!��). 3��
�
�
 ��!����
�-
� ��	�� 	��	��	���
� ��	�� �
�
�%  �����
�� ���	�
-
��, ��� ��#�� �� ��
�% ����
�
�% �����������  $����
�����-
��� �����. ������ 	����	% � ���
�
�� ������, �
�
�� ����-
�
��, �������
��	��� ��#�
	��. 

                                     (�10.421). /�	��� ��
�!������, �����% 2 	�, �
�� 
�!�� ��
�!������ � �����
� 2 : 1, � �	�����
 – �� 
��	�, �
����% � ������� ����� 1 	�. +��� ������� 
$��!� ��
�!������ [28, c. 203]. (��. ������ 9.3). 

tg � = ½, tg 2� = 
3
4

25,01
5,02

�
�
� . �����, ����-

�� ���
��� �	�����% ���
� 2 tg 2� � 8/3.   
1��� �������,  S = 1 · (1 + 8/3) = 11/3 (	� 

2).  

�30

1 

1 2 3

32�
�sin

cos

�cos1�

1 

2 

2

46. 

47. 



B���� 5    
_______________________________________________________________________________ 

 

133

 

46. ������� ������
��!����� ����� a  b (a < b, 2a � b). '� 
	
�
��� �����
� 	������ ������
��!����� ������
����� 	��-
���� ���� ��� �!��� �. +��� ������� ������
��!�����. 

 

*
#
��
 
 

3� �	���� AB = a, BC = b, 
MB = MC,  AMD = �.  

3���
�
� MN �AB, MN = a, 
AN = DN, MH � AD. 3�	�� � = 
= � + �, !�
 � =  AMH , � =      
=  DMH.  '� ��%���!������ 
��
�!������� AMH  DHM:   

tg � = 
MH
AH ,  tg � = 

MH
DH .  

3��
�%% ������� ���!
�	� 	����, ������:   

tg � = tg (� + �) = 
tg�tg�1

tg�tg�
��

� = )1(: 2MH
DHAH

MH
DHAH �

�
� =           

= 
)))((( 2

2

NHANNHANMHMH
MHAD

���
�  = 222 NHANMH

MHAD
��

�  =        

= 
4/22 ba

S
�

, !�
 S – 	����% �������, AN = DN, MN2 = MH2 + NH2.  

*�	���  S = (a2 – b2/4) tg �.     
 

8��
�: (a2 – b2/4) tg �. 

47. / ��
�!�����
 ABC ��
	��� �����
�% ��� 	����� BC 
 A� � ����	� ��	����� ����#��	�: 2  1,5 	����
�	��
���. 
+��� �����
�
 �		
���	 �����
��� �!��� B  C   [3, c.332].    

             

*
#
��

 

3��
�� ������-�
��
�� 15. 

A
R

BC sin2� = 2. *�	��� sin A = 1, 

 A = 90º.
2
3sin 2 �� B

R
AC , sin B = 

4
3 . 

8	� AC = 3x, BC = 4x, �� AB = 7 x. 

a    a    

b/2• • • •

•• •
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'�

�: 
2cos
2cos

BAC

CAB

CE
BD

�

�
�  = 

B
C

cos1
 cos1

3
7

�
�

�  = 
4/713

4/317

��

��  = 

= 74
9
7

743
7 ��
��

, �.�. 
2

�cos1
2

�  cos �
� .  

8��
�: 74
9
7 � . 

(� 3��
�
�
 �������  cos 2
� = 

ab
bal

2
)( �  (c�. ������ 34). 

2cos
2cos

BAC

CAB

CE
BD

�

�
�  = .

)(2
2)(

BCABBDBCACAC
BCABBCACCEAB

����
����    

*�	��� 
BCABAC
BCACAB

CE
BD

��
��

�  = 
xx

xx

473

437

��

��

743

7

�
�  ).

48. (�10.386). Q�		��%�
 �� �
���� ����#��	�, ��	����� � 
��%���!������ ��
�!�����, �� �
��� 
!� �	���� �!��� ����� 

5   10 . +��� ���
�� [28, c. 206].         
 

*
#
��
 
 

3�	��  � = 90º, I – ��
���, AI = 10 , 
BI = 5 . *������� �!�� KBI �
�
� �, ��!�� 
 MAI = 45º – �  (AI  BI – �		
���	�). 

 ���
��, ��� $�� �	���� �!��� ����-
���
#�� �����
 ���
�� (����	� KI  MI), 
��$���� 5  sin � = 10  sin (45º – �)  � 

sin � = 2
2

1 (cos � – sin �), cos � = 2 sin �. 

'� �����
���� ���	��	� 	�
��
�, ��� 
� ��
�!�����
  BIK  ���
�  BK  ���
�  2r.  

3� �
��
�
 3��!��� r2 + 4r2 = 5, r = 1         
(r > 0).  '�

�: AC = MC + AM = 1 + 110 � = 4,   BC = 3r = 3.   

8��
�: 3  4. 
(� 3��
�
�
 �
��
�� ��	��	�� � � AIB, !�
  AIB = 135º). 

A

BC

M 

N 

K 

r

2r

I • 5

10

49. 

50. 
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49. / ������
��
���� ��
�!�����
 ABC (AB = AC) �		
���	� 
�!�� B �
�
	
��
� AC � ����
 D. +��� �!�� 3, 
	� B� = AD + BD. 
 

*
#
��
   
 

3�	��  ABD =  �BD = �. 1�!��      
 B =  � = 2�,  CDB = 180� – 3�,           
 A = 180� – 4�.  

/	
 �!�� ��
�!������� ABD  �BD  
����#���	% �
�
� �, BD – � ����% 

	������, ��$����, 	������% �
��
�� 	��	��, ������ �
�
� �

 
��� ���!� ���
���, 	��
�#���	% � �	��� B� – AD = BD. 

� ABD: AD = 
)4180sin(

sin
�

�
��

�BD ;  �CBD: BC = 
�

�
2sin

)3180sin( ���BD . 

'�

�:
�

�
2sin

)3180sin( ���BD –
)4180sin(

sin
�

�
��

�BD = BD, 
�
�

2sin
3sin –

�
�
4sin

sin = 1.  

Q
�� �����
���
 ��!����
���
	��
 �����
�
  
sin 3� sin 4� – sin � sin 2�  =  sin 2� sin 4�.  
 

½ (cos � – cos 7�  – cos � + cos 3�)  =  ½ (cos 2� – cos 6�), 

cos 6� – cos 7� = cos 2� – cos 3�,   2
2

13sin
2

sin �� = 2
2

5sin
2

sin �� ,  

2
13sin �  = 

2
5sin � (

2
sin� � 0).  *�	��� 	�
��
�, ���

2
13

2
5 ��

� = 180�. 

E
�	���
����, 0� < 2� < 90�, 0� <
2

45
2

�
%

� ,  0� < �%% 360
2

13
2

5 �� . 

1��� �������, 9� = 180�,  � = 20�,   A = 180� –  4 � 20� = 100�. 
8��
�: 100�. 
 

50. / ������
��
���� ��
�!�����
 ABC �!�� BAC ���
� 20�. +� 
	������� AC  AB ��%�� ���� D  E 	����
�	��
��� ���, ��� �!�� 
ECB ���
� 50�, � �!�� DBC ���
� 60�. +����
 �
���� �!�� EDB. 
 

*
#
��
   
 

3� �
��
�
 	��	�� � ��
�!������� BDE  (D� �

�: 

)160sin(
sin

x
xBDBE
��

�
�   

�
��

�
80sin

40sinBDBC . 1. �. BE = BC  BD } 0, ��  

�2
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�
�

�� 40cos2
1

)20sin(
sin
x

x ,  2 	os (60� – 20�) · sin x – sin (x + 20�) = 0.  

cos 20� · sin x + 3 sin 20� · sin x – sin x · cos 20� – cos x · sin 20� = 0, 

3 sin x – cos x  = 0, tg x = 
3

1 , x = 30� (x < 90�).   8��
�: 30�. 
 

(� 3��
�
�
 !
��
���
	�� ��
����������). 
1.�.  A =  DBA =  

= 20�, �� AD = DB. 
1�!�� 8 = DH � AM – 
�
��� ��	����� ��-
��#��	� � AB�, !�
 
DH � BA, AM � BC.  

/ � �BD �!�� �, B  
D 	����
�	��
��� ���-
�� 80�, 60�  40�.  
 ADH =  BDH =          

= (180� – 40�) : 2 = 70�. 
/������ �������   

� �BD �����! ���� D 
�� �!�� 70� �� ��	���� 
	��
��
. N�� DB �
�
�-
�
� � ��� DB1, 	����-
����� 	 DH, ��� ���  
 BDH = 70�, � ��� D� 
�
�
��
� � ��� D�1.  

E���#
�, ��� �� $��� 	������� ��� D�1  DE, � 	����� �!�� 
BDE ���
� 30� (�!�� BDC, ��	�� �!�� ��������, ���
� 40�).  

E
�	���
����, � $��� 	����
  DEH = 90� – 40� = 50�  50� 
���
� ����� 	���� �!��� EBD  BDE, ��� 	�!��	�
�	% 	 �
��
��� � 
��
��
� �!�
 DEH ��
�!������ BDE.  

 

(M������% ����!�����, ������
 �����
, ���  COD  =  B1 = 60�, �.
. 
OC � B1P,  OCQ =  P = 110�. H���
 ��!�,  D�P +  D�1P = 180�, ��$���� 
�
���
��!����� DCPC1 – ��	�����   �D�1 = 180� – 110� = 70�).  

E��!
 �
�
�% $��� ��
�
	��� ����� 	��
�#��	% � �6 #������ "H����" �� 
1993 !. � 	����
 H.H���� "'	���% 	 !
��
��
�, � 9 �
�
�� ����� �����". 

http://kvant.mirror0.mccme.ru/1993/06/istoriya_s_geometriej.htm. 
 
(C�. ����� 45, 73, 66.2, 67.1, 67.2, 69, 97-99, 100, 103, 140). 

A

B C

E

D   O
H

P QM

B1

C1  

51. 
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5.6.  �	
	�� #��������!'�� � 	�#�;�	���!'�� 
 
�����		
� � ���
�
��� ������	�� ����� (� ���
�
� �� ���-

	��) ���
�	
. ������	�� ��
���, �
���� ��
�����, ���
	
-
����� ��� ���
� �

��	�� (��. 8.3) �
��� ������ ��
����-
������ ������ � �����������
�, � �
��
����� ��
���������� 
�
	�����!�� – 	�
�

�. 

" 	��
�
�� ���	���, �
�
�	�� ������		
�� 	�#�, �����-
�� ������ � ��
����� ���	
 �������$ �

���.  

 

(%269, [8]). " �
������ �� �
	!
� ������� �
����	� ��� ������������� 
�
��. &
�����$, ��
 ����� �
������	�� 
����� ��#�
� �
��, ����������
 
� �������, 	� ��� �
�� ��	� ������� �������. 

 

" ��	���� 	� ���	�� ����� 
�
�-
	���	���  �������� �
�����$, ��
  

m(m + n) +  p(p + k) = d2. 
'������ ��� ���
��
�$	�� ��-

��
�$	��� � 
���� ���
��	��
� d �, 

�
�	���� ����� 
�	
�
 �� 	�� ���� t, 

�������: d2 = (m + n)2 + t2.  
�����: d2 = (m2 + mn) + mn + (n2 + t2) = m(m + n) + kp + p2 =             

= m(m + n) +  p(p + k), ��� ���  mn = kp  �  p2 = n2 + t2. 

51. (% 3043). *���$ ha, hb, hc – ���
�� ����
�$	���, r – 
����� �����		
� 
��#	
���. &
�����$, ��
  ha + hb + hc  �  9r. 

 

.������
�!���� 
 

/ �
�
�$� �
��� ��
����� 
P
Sr

a
Sha

2�2
��  (P – ����-

����) �	�
�� 
���� ������������ ����	����	 � �����������-

���: .9111   ,29222
cbacbaP

S
c
S

b
S

a
S

��
������  

������ �������� ����	����	, �����	��, �� a, b, c – 
��-
�� ���� �����������. �����	 �� �� ����� �� ��������-
�� ���� (� + b + �), ������ 

9)(111
����

�
�

�
�
� �� cba

cba
,  9111 ���������

b
c

a
c

c
b

a
b

c
a

b
a , 

6��
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� �

b
c

c
b

a
c

c
a

a
b

b
a  – ������, �.�. 21

��
�

x  ��� x > 0. 



���
� ������� ��
��                                         
_______________________________________________________________________________  
 

 

138

 

52. ����� ���������� �������� 	��������  

        311 22 xxxx ����� .  
 

*
#
��
 
 

����� !�� �������������" ��
��� ��� ���-
������� ����	
��, 	�����	�	���� 	��-
��������� ������������ ��#�����$���: 
� = 90�, A�O = 30�, B�O = 60�, CO = x, 
�B = CA = 1.  

% ������ ������	 �� ����������	 
A�O � B�O 	�����"��� 
����� ���������. 

�����	������, AO = 312/3121 22 xxxx �������� , 

BO  = xxxx �������� 22 12/1121 . 

� �� � ABO � ����	����	� ����������� AO + BO � AB. 
AB = 2 . &�����, Min {AO + BO} = 2 .    
8��
�: 2 . 

53. ������� ��
���	  sin
14
�  sin

14
3�  sin

14
5�  = 

8
1 . 

 

.������
�!����  
 

%���� A1A2 … A7 – ���	���-
��� 7-�������, A1B – �� ���-
������. '	�
�� ���������: 
A1A2 = a,  A1A3 = b,   A1A4 = c.  

*.�. ��� ��� 	������ ��	�� 
5�/7, � 
������� �����	�"� 
�� �� ���� ��	��+ (	�������+) 
���	 	������� �/7. 

 BA1A4 =  BA1A5 = �/14,    
 BA1A3 = �/14 + �/7 = 3�/14,              
 BA1A2  =  3�/14  + �/7  = 5�/14. 

<���, 	 ��#�����$�� 	��	-
���� ��������� #���$�� �����, �
����?���� 	 ��
���	�. 
�����	�� ��������", � ����� ��	����	� A1A3 = A2A7 � A1A4 = A3A6, 
�������� �����	 !��+ ���	 	������ ����� ��������� a, b, c �� 

1 

1 
x 

O

B 

A1  

A2  

A3  

A4  A5  

A6

A7    

2
a

C 

D7
�

7
2�
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����������+ ����������	 – ��	����	�"?�+ ��	�� ��	�-
��
�����+ ����������	 A1A4A5,  A1A3A6,  A1A2A7:   

sin
14
� =

c
a
2

,  sin
14
3� =

b
c

2
,  sin

14
5� = 

a
b

2
. 

%�������	, ������  sin
14
�  sin

14
3�  sin

14
5�  = 

abc
abc

8
= 

8
1 , �.�.
. 

 
%�
���� ��
��� ������������� 
����������	� ��
���	� 

cba
111

�� , ���� �	���	��� ����� � 
������� ���	����� 

������������. <� ����������	 A1A4A5, A1A3A6, A1A2A7 ������: 

a = 2R sin
7
� , b = 2R sin

7
2� , c = 2R sin

7
3�  (R – ��
��� ������� 

��������). %��+
�� � 
����������	� �?� 
�� ��������-

������� ��
���	�: 
7

3sin
1

7
2sin
1

7sin
1

��� �� .  

A����� �� ������ 
������� A1A5 ������" A1A6 � ������-
��� ��	���
������ ���������� A1A6�.  

A1� = A1A6,  � =  A6 = (� – �/7) : 2 = 3�/7. '������ �� 
����� A1A6 ���� D ���, �� DA1 = D�. *�
� DA6 = �A6. (&
��� 
���
�����, �� 	����� 
	� ��������� ��	���
����� ���-
�������� �� 
	� 
����+ ��	���
�����+ ����������� � ������ 
�/7, 3�/7, 3�/7  �  �/5, 2�/5, 2�/5).  

�����	������,  A1�D =  A1 = �/7,  D�A6 =  A6D� = 2�/7.  
 

A������ �� ���� C ������
������  h  ��  A1A6.  

A1C =
7sin�

h , CD =
7

2sin �
h , CA6 =

7
3sin �
h .  

� A1C = A1A6 = A1D + DA6 = CD + CA6, �.�.
. 
 
(� *����� %������. 
��� 	������� 	 �������� ������+�������� A1A3A4A5 � 

������ %������:  A1A4 � A3A5 = A1A3 � A4A5 + A1A5 � A3A4, �.�. cb =    
= ba + ca.   

���
���	 �� abc, ������ 
cba
111

�� ). 
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54. (B 17.052). '����� cba  , ,  ����� 	 
�� ������� � 
�����"� ����� 
��� � 
���� ���� 2�/3. �������� 	���� a  
� 	������ cb  �   , ���� a  = 3, b  = 2, c  = 1. 
 

*
#
��
 
 

'	�
�� 	�����������" ��#�����-
$�" – 	�������� 	 �������� 8��  (OD, 3) 
���	������ ������������. *�
� ���� 
AOB, BOC, AOC (A, B, C – 	������) ��	�� 
� 120�,  aOA � ,  bOB 2

3� , cOC  3� . 

COBD – ��� (���. 35), �!��� � ���-
	��� �������������� OD = OCOB �  =      
= b2

3 + c 3 . D 
���� �����, ��	�
�, 

�� OD = – a , �!��� a  = – b2
3 – c 3 .  

55. (B 10.332). A���
����� ����� ���������� �������-
����, �������� ���� ��	�� 2p, � ��?�
� – m2   [28, �.177]. 

 

*
#
��
 
 

% ���	�" a + b = 2p – c � ab = 2m2 (a, b – ������, � – �����-
����). a2 + 2ab + b2 = 4p2 – 4pc + c2. <c������ 	��� ��	����	 � 
������ %�#����, ������:  4m2 = 4p2 – 4pc,   � = (p2 – m2) / p.  

*�
�  a + b = 2p – (p2 – m2) / p  = (p2 + m2) / p.  
A��"
�  b = (p2 + m2) / p – a  ���  a � (p2 + m2) / p – a2 = 2m2.  
%��+
�� � �	�
������ ���	����" ��������� a:   

a2 – ((p2 + m2) / p) � a + 2m2 = 0.  ����� ��, ��+
�� a (a > 0).  a =   

= 2
22222

8
2
1 m

p
mp

p
mp

���
�

�
��
�

� �
&

�
� =

p
pmmpmp

2
6 224422 ��&�

. 

�����	��, ��  a + b = (p2 + m2) / p, ������� ����������� �	��. 

8��
�: ,
22

p
mp �

p
pmmpmp

2
6 224422 ��&�

. 
 

 

(C�. ��
���  72, 136, ���
�� 8.3).  

O
a

a

b
c

56. 

57.
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5.7.  ���������� �
�� ;�	��# &
	 
 
' ��$���� 
����������	� (������� ��
���) ������
����, ��� 

���	��, ��	
�� � 
���� � ������. � 	����� � �+��� 
������ +
�. ��� 
����������	� ������ ��	���
���� ���
-
�����"�, �� � 	���, �, ��	
� ������
���� (��	�������� 
�������	����), �����"� ���
��	��. E��� ���
��	�� �������, 
�� ���
������� ��	��� � 
����������	 �������	�����; ��-
����� ���
��	�� �������, �� ���
������� 	���, � ���� 	 
�� ������, ���� 	�� ������
���� (�������	����) ��������.  

���
 ����������, ���� ��� ��	���� ������� ������� 
���
��	��, ��� ������� ������
���� (�������	����) �����-
����. %�� ������� ��
�� 	����� �� �
�#���$��.  

  
56. (B219). *��� M 	������ 	����� �	�
���� ABCD ���, �� 

���� MBC � MCB ���"� 	������� 15º. �������, �� ���������� 
AMD  – ��	��������.  

*
#
��
 
 

%��
�����, �� 
����� ���� N, �-
������ � M � ����?�� 	����� �	�
����, 
�	������ ������� 	������ ��	�����-
��� �����������.  

D�
���� �� � ������ B � C � 	����-
��� ���� NBC � NCB. AB = AD = AN, 
�!��� 	 ��	���
����� ����������� 
ABN:  ABN = (150º – 30º) : 2 = 75º.  
D��
	������,  NBC = 90º – 75º = 15º. 

G� �������, �� ���� N � M �	��
�"�. ��	���
���� 
�����. 
 
57. D���� ����������� a, b, c (a < b < c) �����"� ���#��-

�������" ��������". �������, ��  �� = 6 rR, �
� r � R – ��
���� 
	������� � ������� ���������.  

 

*
#
��
 
 

%��
�����, �� ��	����	 �� = 6 rR – ������. %������� 
#����� 
�� ��
���	  	�������  �  ������� ��������� ���- 

��������, ������: �� = 6
S

acb
cba

S
4

2
�

��
,  1 = 

cba
b
��

3 .  

A

B C

D

M ( )N •
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A��"
� 3b = a + b + c,  b = 
2

ca � . %���
��� ��	����	 �	��-

���� +����������������� �	���	� ���#��������� ��������� � 
	�� ������
���� ��� ��	���� 	 ������ ���
��, �!��� 
��	���
���� 
�����.    

58. (B 3491). �� �����+ AB � AD �	�
���� ABCD 	���� 
���� � � M ���, �� 3AK = 4AM = AB. �������, �� ������ KM 
�������� ��������, 	������� 	 �	�
���. 

 

.������
�!����   

%���� P � N – ����
��� c��� AD � 
AB, AD = 12a. <����: AM = MP = 3a,       
AK =  4a, KN = 6a – 4a = 2a. 

%��
�����, �� ��	���
���� 	��-
�: X – ���� �������, ���� M, X, K ��-
��� �� 
�� �����. *�
� MX = MP = 
= 3a, KX = KN = 2a, MK = 3a + 2a = 5a, 
�� ������, �.�. MK – ��������� ���-
������� ����������� AMK � ����-

���� 3a � 4a. ������
���� ��� ��	���� 	 ������ ���
��, 
�!��� ��	���
���� 
����� (��. ��
��� 117). 

59. (B10.196). ��� ���������� ABC, 	 ���� 2h� = AB � 
	������� ���� A ��	�� 75�. ����� 	������� ���� C.  

 

*
#
��
 
 

%��
�����, �� ���� D, ����-
��� � B (h� < HD < 2h�) � ����?�� �� 
���� HB,  c����� 	������ ��	���
-
����� ����������� ADC � c�	�-
���� AC. *�
� DC = AB = 2h� = 2�H.  

A��"
�  CDH = 30º,  DCH = 60º,  
 ACH = 75º – 60º = 15º; 	 ���������� ����������� ACH 
c���� ����+ ���	 ��	�� 15º + 75º = 90º. 

D	���	� ��#�����$�� 	�����"���, ���
	������, ���� B 
� D �	��
�"�, ���������� ABC – ��	���
������ � c�	����� 
AC �  C =  A  = 75�.  8��
�: 75�.  

(D)

O 

K 

X

12a  

3a   

3a   

2a   

6a 

4a N

60. 
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60. �������, �� 	 ����	���� ����������� ����� ���� 
����	����	 ha � )( app � , �
� ha – 	����, ��	�
����� � ���-
�� a,  p – �� �����������.  

 

.������
�!���� 
 

%��
����	, �� ��
���� ����	����	 ������, 	������ 
$����� ��	�������+ �������	����: 

ha  � 
))(( cpbp

S
��

 (#����� @����);   
ah

Scpbp ��� ))(( ; 

acpbp ��� ))((2  (#����� 2S = a � ha);   4(p – b) (p – c) � a2  
(�� ����� ���
�
�?�� ����	����	� – ����������); 

4
22

cbabca ��
�

��
�  a2;    ab – ac + ac + bc – c2 – ab – b2 + bc � 0; 

b2 – 2b� + c2 � 0;  (b – c)2  � 0 (��	����	 ����� ���� ��� b = c). 
%��
� � ��	�
��� ����	����	� � ���
�	���� 	 ��������� 

�������	����, ����"����, �� ��+
�� ����	����	 
�����. 
 
I��������� �������� �������, ����"����, �� �������-

	���� 	������� $�����: 

ha = 2
))()((42

a
cpbpapp

a
S ���
� = )( app � 2

)(2)(2
a

cpbp ��� = 

= )( app � 2
))((

a
cbabca ���� = )( app � 2

22 )(
a

cba ��
� 

� )( app � , �.�. 	��� �������� ������ 1.  
' 
����+ �������+ ���� ����������� ����� 
�������� ����-

	����	�. '�����, ��������, 	������, �������"?�� ����	���-
�	 J�� 
�� 
	�+ ���������+:   

ha = 
2

))()((2
a

cpbpapp
a
S ���
�  = )( app �

2

))((
a

cpbp ��
� 

� )( app � , �.�. .
22

)()())(( acpbpcpbp �
���

���  

 
(C�. ��
��� 73, 67.2, 108).  
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5.8.  ���������� "���<�"	 ����&�� 
 
%���$�� ����+�� – !� ��������� ���
 ������
����, 
�� 

�� #�� ���
� 
����������	� � ����	��:  
� �����$ ������	����� �� n ����
���, � ������$ ��%

 ����� 
��
�
���� ���!#
 n, ��%
����
� 	� ���$�
$ �
�
 ���� ����
��-
��, ���
���%

 �
 �
�!#
 ���� ��
�
���� ��� 
��� � k ��
���� 
���!#
 nk ��������, �� ���� �� � ����$ ��
��
 ���!#
 n �������� 
(���
�$����� #������	�� ��?���� ����$��� ����+�� 	 
�������� ����������). 

 

K������	�� ��	�
���, � 	������� ���������� !�� 
�����������	�� ���
� 
����������	� �� 	���
� ��	�
��. ' 
�������� ��
��� �����
����� ���� 	���	��� ���
������ ��-
����	 "�����" � "�����	", �
���� !������	 !��+ ������	. 

%���$�� ����+�� ��?�"� � �� ���������� ������	�, � 	 
�������� �������"� �� ��������� ���������� #������	��:  

��� �� ���
��
 ����� 1 ���	����
�� �
����!�� ���
���� � �����$ ���� 
���!#
 1, �� 	� ���$�
$ �
�
 ��� �� ��� ��
0� ��%�0 �����;   

��� �� ���������� ������� 1 ���	����
�� �
����!�� �� � �����$ ���� 
���!#
 2�, �� 	� ���$�
$ �
�
 ��
 �� ��� ��
0� ��%�0 �����;  

��� ������ ����� 	��%��!0 1 ���	����
�� �
����!�� ���� � �����$ 
	��%��
$ ���!#
 1, �� 	� ���$�
$ �
�
 ��
 �� ��� ��
0� ��%�0 �����. 

61. ' 	�������"" ������ ��	�������� ����������� � 
����� 1 ����� 5 ����. �������, �� ��������� ���
� ��-
������ 
	��� �� ��+ ������ ½. 

 

.������
�!���� 
 

L��� ��������� ���
, ������� 
#����� �� ��	��� �����, ���� ����+ 
������ ����� ����. *��� ��������� ����� 
������ � ��?�" ���+ ���
��+ ����� 
�����������: 5 ���� – "������", 4 ���-
	�����+ ����������� – "������". % ����-
$��� ����+�� � ������� ���� 2 ���� 
������� 	����� 
�� �� ��������+ ���-

	�����+ ����������	 � ����� ½.  
��������� ���
� ������ ������ ��	�
� ������ ½, �-

������ �� �� �	��
�"� � 	�������� � 
���� �"�� ������ 
	����� ����������� ������ �� �����. 

62.

63.

64.
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 62. %� !
����

&& �"����� ����������
��� � �����
���� 
25 � 36 "��	�
� 16 �����. �������, ��� ����� 
�� 
������� 2 
�����, �������
�� ����� �������� 
� "���	� 13. 

 

.������
�!���� 
 

+�"��
��: 15 ����������
���! � �����-

���� 5 � 12 (16 ����� – "�������", 15 ������ – 
"������"). 0��� "� ��
� � ������ �������� 

� ��
�	� 2 �����.  �����
��� ������ �����-
�����
��� ����� ���
� 13 � ������ 
��"���-

	�� �������
��� ����� �&"��� ��� �!��� �������, �.�.�. 
 

63. �������, ��� ��� "� 
� "��� ���������
� 
� ���
��
�� 
�!������ 51 �����, !����� 
������� �� ����
�� ���� 3 � 
��, 
������� ���
� ���&���� ! ���� ������� 1/7. 

 

.������
�!���� 
 

+�"��
��: 25 ��!
�� �!��������! (51 ����� – "�������", 25 
�!��������! – "������"). 0��� "� ���
 �!������� �������� 
� 
��
�	� 3 ����� (51 = 25 � 2 + 1).  

;����
� �!�������� 1/5, �����
��� 2 /5, ������ �����

��� 

����� 2 /10.   
7
1

10
2
% , ��� ���  7 2  < 10. ?�!�����
�� �����
�. 

 

64. @����� � 9 ������ ��"�!��� �!����� 
� �!� ����������-
��
���, ���#��� ������� ��
������ ��� 2 : 3. �������, ��� �� 
����
�� ���� 3 � ���� 9 ������ �������� ���� ��
� �����. 

 

.������
�!���� 
 

% ���� ����� "������" 
���� ����
��.  
@����� ������ ��"�!��� �!����� ��"� 
� 

�!� ����������
���, ��"� 
� �!� ��������. B 
������ ��� !������
�� ���#���� ���� ����-
��������
���! !�������, ��� �&"�� � ������� 
�����, ��"����

�� 
� ����
��, ! ���

�� 
��
�	�
�� 2 : 3 ����� � ����
�� ��
�� �!������. 

 B���, ������� ������ ����� ("������") � ��!��� ������ 
("�������").  9 > 4 � 2, �����!�����
�, �� ����
�� ���� ���� ��
� 
� ���� ����� �������� 
� ��
�	� ���� ������, �.�.�.

5  
12
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65. � ����������
�� �� �����
��� 20 � 25 ������� 120 ����-
����� �� �����
�� 1. �������, ��� � ����������
�� ���
� �����-
���� ���� �������� 1, 
� �������������� 
� � ��
�� � ���������. 

.������
�!���� 
 

 

 
!��� �������� ������� ������
�� ������, �� ������
���� �����
�
�� ����-

��� �������� ������� ���� ��� 
�������
� ����	�� �" �����. #���� �������-

��, 
� ������� ��������� ���������� �
���� ����������
��� ������
�� ����-
��  500  ���������.  

��� ������������� ��������
�� �������� 
���"����� �����-
������ ���, ����� �
� �
����� �
���� ���������
�� �������, 
"
� �������" ����������� �����. C $��� %���� ����� �������-
��
�� '
���� ����. &.�. ������ ����� ����
 ½, �� ��� %�
�� ���-
��
 ������������� 
� ��������
��, ����	�� ½, �� ����� � �����
 
���

��� ����������
���, �.�. �
���� ����������
��� 19 " 24, 
������� �������� ���
� 456 (���. ������ ����"�). 

'���� ����, %�
�� ����� �����
 �������-
������ 
� ��������
��, ����	�� ½, �� ����*���� 
������ � ���������, �.�. �
� ������ *������, 
�������

�� ����
� 
� ����
�� � ������� 
������� 1 � 1 + 4 ( ½ � 1 +  ¼ � ¼ �), �.�. 3 + ¼ �. 
!��� ������������, ��� *������ �
���� �����-
�����
��� 19 " 24 
� ������������, �� �" ���-

���
�� ������� ���
� 120 (3 + ¼ �) ��� 360 + 30 �, ��� ��
�	� 
456, �.�. 456 = 360 + 30 � 3,2 � � < 3,2. 

/���, ����� �������� 120 *������ ��
�	� ������� �����-
�����
��� 19 " 24. 7
����, �
 
� ������ � �� �
����

�� ��� ��-
����� 
������� �����, ������� 
� ���
������� 
� ��
�� � *���-
���. 8��
�� �� � %�
��, ������� ����, ��������������� ������� 
�����, �.�.�. 

(#�. ����� 4.1). 

1

2
1



65.  
 
                                                    � � 	 � 	  6  

 
                            ���>? ������@ 

 
 
 

6.1.  ��	��� � !����� 
 
3����� � ����
� – ������ 	
��	�� ��������
	�� – �
�	�� 

�����	�� ����� �����
 �����
 ����	�� �
�
�.  
 

��	��� (�. 
nalysis – �
�����	��) – ����� 	
��	�� ��������
	��, ��������� 
� �
����	�	�� ����� 	
 ����
�	�� �����	��; �
����, �
�������	�� ���-����. 

>����� (�. synthesis – �����	�	��, �����
	��) – ����� ��������
	�� �
���-
���� ����	�� � �� ���	���� � ��
��	�� ����� �
����, ������	��, �����	�� � 
���	�� ����� �
		��, ������� 
	
�����. 

 

�
 ����� ���� ����	�� 	
��
���	 � ������ ������! 
	
���. �� 
� ���!��	���� ����
�� �� �����	�	�� �������������� 	� � "���-
��� ����", 
 � �����	�	�� � ��	�����, �.�. ����� �
�����	�� 
	
-
���
 ��	���������� �
������	�� ���������� �
	���, ����� ����-
���! 	
���		�� ����	��. 

�� ��	�� �
�	�, ��� �����	�� 
	
���, #������� �	������ � 
������������� �����	��, ��������� ���
�
�!, �
� ���	� �
���� 
��
�
�!�� �����! �
�
��. 

 

$ ���� ������ ������
� ������ �
�� ���
	������ 	
 �
�	�� 

������ 
	
���
 – ��
�������
� ������
 	
���� �
#
��� ("	
-
���������" 
	
����), ������� ������	 � �
���� c�����
���!	�� 
������������� �
�
��. %��	����� �
���� �
 �
������	�� � 
�
���� ��������	��, �	 ��
���
�� 	� ���!�� ���! � �
���	
�!-
	��� ����	��, 	� � � 
	
����, ������	��. &	��� �
�
�� ��
-
�������
	� �, 
	
������� ����	��, ����� ����
 ���	� 	
��� 
	
��
���	��, � ������� ��
���� �� �
����! � �������!.  

 

'�
	������� �
���
���, #���� � #�����# *��� +
��
�! ���
�: 
"������ �
#
���� ���0 ������ ����������! �����'��, ������$ 
������ �	���
������ ��� �
#
��� ����� �����". 

 

���������� 
	
��� �����	����� � � ���
�!	�� �
�
�
� 	
�-
������ �
��. 
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66.1. (/10.415, /1386). +���
�, �
�
����!	
� ��	��
	��� 
��������!	�� ��
�����, �
����
�� �� 	
 ��� ��
�����, � �
���� 
�� ������� ���	� ����
�! �����	���!. �
��� ��	��
	�� �����-
	�� ��
�����, ���� �� ������� �����	� �
�	� c � d, ������ c < d. 

 

*
#
��
 
 

+���! � ��
����� ABCD  A = 90º, AD = c, BC = d, MN || AB. 
$����� ����	
��	�� AB = a, DC = b ��� ������� ������	, �����-
��� ������ BH. 2� � B�H: �H = 22 BHCB � , 	� �H = �D –DH =  
= �D – AB = b – a. >����
  b – a = 22 cd �  (1). 

+�����	� ��
�	�	��, ������
���� �
		�� � ������� ������-
	�, ������� ����� ���
�! ��� ��	� ��
�	�	�� �����, ����� ����-
�����! 	�������	�� ������	� a � b �� ������� ��
�	�	��. 

$�-������, �����, ��� ��
����� ABNM � DCNM – ����
		��, 
������� AB + NM = AM + BN, CD + NM = DM + CN. ?��
���
� 
��� �
��	���
, �������: AB + CD + 2NM = AD + BC (�).  

$�-������, ��
����� �����	�. @	
���, 
NM = AB · CD, NM 2 = ab, NM = ab  ��� 
2NM = 2 ab . 2����: b + a + 2 ab = c + d,  
( ab � )2 = c + d, ab � = dc �  (2). 

+���� ����	�� ��
�	�	�� (1) 	
 ��
�-
	�	�� (2), ������� 	���� ��
�	�	�� 

ab �  = cd �  (3). B
���, �� ������� 
��
�	�	�� (2) � (3) �������� �����	�� 
���������� a  � b , 
 �
��� a � b:                        

2
cdcda ���

� , 
2

cdcdb ���
� . 

8��
�: 
2

22 cdd �� , 
2

22 cdd �� . 

 
C 	 
 � � �.  C	
������� ������		�� ���
��	��, �
���
��, ��� 

a + b = d (!). E
� �������! ��� ����	���	��? G� �����!���
	�� � 
������� ������ � ��
�	�	��� (1) ����c��� ��. $����	��, ��� ��� 
�
����
 r ����
		�� � ��������!	�� ��
����� �����	���� 
���	� ����	���	��: r = ab : (a + b) (���. 50), �� a � b – ��	��
	�� 
��
�����.  

A B 

CD

M N 

H 

a 

a b-a

•

•

 2  
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B�� 	
��� ��
����� �������: AM = 
MNa
MNa

�
�2 , DM = 

MNb
MNb

�
�2 . 

?���
 ����� �
���� �
��	��� ������	� �
�	
 � (AM + DM = AD), 

 ��
��� – 2MN, �.�.  

2MN �
�
�

�
�
�

�
�

� MNb
b

MNa
a  = 2MN 

)(
)(2

2 baMNMNab
baMNab
���

��  = 2MN 

(��������! � �	
��	
���! ����� �
�	�, ������ ��� MN 

2 = ab). 
?�����
���!	�, 2MN = c � �
��	���� (�) ������ ���: a + b + c =      
= c + d. >����
 a + b = d � ����	���	�� ���
�
	�.   

+�������� 
	
���. ���!�� �� ��� ������
���!	�� ����	���-
	�� ������� �
��	���� a + b = d? >��
��� �	��
	�� 	
 ��, ��� � 
�������		�� ����	��� ��������		�� ���! ��
�� �
��	���� (�), 
������� ������� �� �������
 ����
		�� ����������!	��
. @
��� 
�����	��, ��� ��� ���
�
���!���� ��
�
		�� �������
 �
���
���-
�
���� �
�� �
�	�� �������� �
�
���!	��, �������		�� � ��-
���	���� �� ��	�� �����. 2����� � 	
��� �
�
�� �������, ����-
��� �������	� � �����	����� �� �����	 ��
�����.   

a + b = x + r + y + R = (x + y) + (r + R) 
(����	
��	�� �������	� 	
 ����	��); 

d = (x + y) + PT. C�����
���!	�, 	��	� 
���
�
�!, ��� PT = r + R.  

B���������!	�, � ���� ��������� ��	�-
�����!	� ��	�� ��	���� PT = KQ = r + R 
(KPTQ – �
�	������		
� ��
�����).  

J
��� ���
���, ��������� ����	���	�� 
������	� � �����!�
�� ��������		�� 
	
���
 
��� �����	�	�� ����	�� ������� �
		�� 
��	#���
��� #��� (� �
��	����, ����-
���). >�����	�, ��� ����� �����	�� 
	
-
����� ����	�� 	� ����������. B���� ����-

	�� � ����� ����� 
	
���
 ������	� � � �
		�� �
�
��. J
�, 
���	� �
��������! �������� � ��	���� � ����� ��������	�� 
��	�� ��	���� �����	����� � ������ MN, ����������� ��	��� 
�����	����� ��� � ���
. 2� ������� ��
�
		�� �������� ���-
����, ��� MN = r + R ��� 2MN = c. K�� �
��	���� ���	� ���
�
�! 
�
��� �����!��� ����� ����
��� � #������ SABNM = AB · MN � 
SCDMN = DC · MN, ���	�� ��� ����
��� 	
��� ��
�����. ?���
��� 
�����! ��� 	
������� ���!��� ���	�� ����	�� � ���������� 
�
���������!	� 
	
��� ���� ��������!	�� ��	#���
���. 
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? � 	 �� �. 
*�'�����!��
 �
#
��
: 
?���� � ���	�� ����� �
		��, ������� 
	
�����, �
����� �� 

����
��		�:  
2� � B�H: 22 BHCB � = �H = �D – DH = �D – AB = b – a. 

>����
  b – a = 22 cd � (1).   
a + b =  (x + y) + (r + R);  d = (x + y) + PT. J
� �
� PT = r + R (� 

���� ��������� ��	������!	� ��	�� ��	���� PT = KQ = r + R), �� 
a + b = d  (2). L���� ������� �� ��
�	�	�� (1) � (2), ������� �����. 

8���%
��
:  
L����!�
�� 
	
���
 ��������� �#���������
�! ����� �
�
��:  
������, 	�����
�!��� ���������� �����$ 	�������!��$ ���-

	
'��, ����
��
� 

 �� ��
 ���	
'��, � �����0 �� ������� ���-
�� �	����! ���������!.  

 .������!, ��� 

 ���!#�� ������� ������� ����� ����
 ����-
����$.  

.������!, ��� 

 �
�!#�� ������� ������� ����� ����
����� 
��%
�� ��������0 ���	
'�$.  

 
66.2. (/1085). �
��� ����	�� ��
 ��� ��	��
	�� �
�	����-

��		�� ������!	��
, ���� ����
 ��������	�� �� ����� ����� 	
 
����
		�� � ������!	�� �����	����.  

 

*
#
��
 
 

+���! AB = AC, I – �	��	��, 
O – ������	��. +� ������� �
�
-
�� O � >�� (I, OI). $����� ����-
��
���!	�� ���:  B = x. J��
 
 BCK = 90º –  B = 90º – x, 
������ ��� CK � AB.  

2� ��������!	�� ������!-
	���� MCO � MCI:  MCO =      

=  BCK �  MC = MO ctg (90º – x) = MO tg x (1).  MCI = x/2 ( B = 

= C, CI – ����������
); MC = MI ctg 
2
x  = ½ MO ctg 

2
x  (2). 

2� (1) � (2) �����: MO tg x = ½ MO ctg 
2
x  ��� 2 tg x = ctg 

2
x . 

L���� ��� ����	������������ ��
�	�	�� ��	������!	� cos x: 

A

BC M 

N K 
P

O

I  
x 

•
•
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• • • •

A A

B B B B

AA

C

C1

M M M M 

O

O1
• •••

x
x

x
x

cos1
sin

cos
sin2

�
� ,

xx cos1
1

cos
2

�
� , 2 = 3 cos x (sin x � 0), cos x = 

3
2 . 

8��
�: 2/3. 
 
C 	 
 � � �. +������� � ����	������������ ��
�	�	�� � 

���	
� �������� � ������ ��	���	�� � ������������ ���������.  

2 tg x = ctg 
2
x  �
�	����!	� 

MI
CM

MB
AM

�
2  ��� 

MO
CM

MB
AM

�  (�). 

2� ��������� (�) �������, ��� � BAM ~ � O�M. +������ 
���� ��������!	�� ������!	���� 	� ������	�, 	� �	� �����	�, 
�
� �
�  OCM =  BAM. ?����	� ��
�
		�� ���� ���
� 	
 
��
��	� �����	�������	�� ������: MC � MA, CO � AB. +�� 
���� ������� CO 	� �������
���� � ������ AB, ��� � ���
�� �
-
��	���� ���� ��	�� 	
���	��. �
 c���� ����	��� 	��� �����
-
��	 ������� ������!	��
 O�M ����� ����� M 	
 90º �� �
����� 
�������. $ �����!�
�� ���� ������
���
	�� ��� MC �������� � ��� 
MA, ��� MO – � ��� MB, 
 ������ CO � AB ��
	�� �
�
����!	���.  

 

 

+������ ������!	���� ���	� ���
�
�!, �����!��� �������� 
��
	�����	����. � BAM ~ � O�M, �.�. �
���� �� 	�� ������	 
������!	��� AOK ( COM =  AOK �
�  ������
�!	��, 
 ��� 
AOK � ABM �����	��� ��� OAK �� ������).  

&��	� �� �����	��! ������� ������!	���� � ����	��? 
+�������� (�) �������� "	�����	��" ������� AM. ? ���� ���!� 

��������� 
	
���. � BAM ~� AIP, �.�.
IP
AP

MB
AM

� , IP – �
����.  

J.�. IP = ½ MO, �� 
MO

BPAB
MB
AM )(2 �

� , 

MO
MBAB

MB
AM )(2 �

� . 

>����
 2MB (AB – MB) = AM · MO ���, � ������ ��������� (�), 
2MB (AB – MB) = MB · CM. L
������ 	
 MB, ������� 2AB – 2MB = 

= �M ��� 2AB = 3MB (�M = MB). J
��� ���
���, �
AB
MB

3
2  = �os B. 
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L���	�� 	
���	�. $����, ��� 	� ����
���!	� �����	��! #��-
���� ����	������� �
�� ���
, ���
 ��������� 	
��� ����	�� 
��
. C	
������� ��� ����	��, ���
��� �	��
	�� 	
 ��, ��� � 
���� �
�
� �����	�� ������!	����, ������� �
���
����
���!, 
������!	�� BAM ��� �����.  

2�
�, � BAM ~ � O�M � � BAM ~ � AIP. ?�����
���!	�, �� 

�������� ��
	�����	���� � O�M ~ � AIP. @	
���,
IP
AP

MO
CM

�  

(���
���� �	��
	��, ��� ������� ��	���	�� �
�����, ���� ����-
��� �������� ��	���	�� �
���
 � �����	���). 

2����: 
MO

BPAB
MO
CM )(2 �

� , BM = 2(AB – MB),  2AB = 3MB, �.�. 

�
���	
�!	� �
���
����
�! ���������, �����
� 	� �������� ��	� 
������� ������� ��	���	�� MB � AB. 

 
? � 	 �� �. 
*�'�����!��
 �
#
��
: 
� O�M ~ � AIP (�
���� �� ���� ������!	���� ������	 ���-

���!	��� AOK). @	
���,
IP
AP

MO
CM

� ���
MO
AP

MO
MB 2

� , �.�. MB = CM 

� MO = 2IP. >����
 MB = 2AP ��� MB = 2(AB – MB),  3MB = 2AB, 
�.�. MB : AB = cos B = 2 : 3.   

8���%
��
:  
2����		�� �������
 ��	#���
��� ��������� �#���������
�! 

����� �
�
�� � ������
���!	�� �������: 
( ������
��
���� ��
���!���
 ����� 	
�
�
�
��� ����� �
-

��� �� �	������$ ����������.  
 .������!, ��� 	������� 
� ��������� 
��! ��
��

 	��	��-

'�����!��
 �
��� ����
���� ���$ ���������� � ������$, 
	���
�
���$ � ��������0. 

.������!, ��� ������ �	������$ ���������� ��������
� ��
-
�!0 ����! ����� ���
���, ��
����0%
� ����'
��� � �
�#���$  
��������� ������ ��
���!����. 
� &��� �� ���! �����	��� ������	� ���� ������!	����, 

���� �
�� ������!	��� 	� �������� �����	���?  
� &��	� ��, 	� ������� �������	��, ��
�	��! ������� ��� B 

� ���� 45º?   
� 2���� �� ����	�� ���
�	
� �
�
�
? 

67.1. 
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$ ���� ����������� �
�
�
� �
���	
�!	�� ����	�� ����� 
�������
�! 	��
� �����
��� � ����������� ������
���� ���$��� 
��������'�� � ��	������ ��������
 �
����. 

67.1. [25, �.315]. $	���� ������ ��
 � ����
 ����
 M. 
>�	��
	�� P � Q �����	���������, �����		�� �� ����� M 	
 
�����	� ��
, ��
��	� �� �����	� O ��
 	
 �
�����	�� OP = p, 
OQ = q.  �
��� ���, 	
 ������� ����
� OM ����� ��� �. 

 

*
#
��
 
 

E
��� �
�	�� �������� ����-
��		�� ��	#���
���? >�����	� – 
���
���
������ ����������!	�� 
OPMQ, � �������  P =  Q = 90�.  

J
��� ����������!	�� ����� 
���! ����
	 � �����	���! � ��
-
������ MO. ?�����
���!	�, 	���-
������ �����!���
�! ����
		�� ��-
���	���! �
� ������
���!	�� #�-
���. 

>���	
��� ��� MOP ����� N �, 
������� ������� PQ, ���
��� �� ���	� �� ������!	��
 OPQ 
����� ������
�� – �� ������� ����	���� � �� ��������� �� 
������� ��	����. PQ = �cos222 pqqp �� .  

PQ = MO sin �, 
 �.�. MO = p : cos N, �� PQ = p sin � : cos N.  
+� �������� ��
	�����	���� cos N = p sin � : Ocos222 pqqp �� .  

8��
�:  N = arccos 
�

�

cos2

sin
22 pqqp
p
��

, � – N. 

           
(� +����	�	�� ����	�������). 
$���
� ��
�	
�! MO ����������!	��
 OPMQ ����� ���! 

"��
	�����	��"?  
 MOQ = � – N. 2� ��������!	�� ������!	���� MOQ � 

MOP: MO = 
N)cos(O �

q , MO = 
N cos

p .  

@	
���, q cos N = p (cos � cos N + sin � sin N) ��� q = p cos � +      
+ p sin � tg N, �.�. cos N P 0.  

O 
p  

q  
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2����:  tg N = (q – p cos �) : (p sin �).   
($ �
�	����!	���� ������� ���	� ������!�� � �����!� ����	������-

������ ��������
 1 + tg2 N = 1/cos2N).    
 
(�  J�����
 +�������). 
G��� �����!���
	�� �
���� ��
�	
�� � �����!	���� �
�� 

������ ����	��, �� ���	� �� �� �����!���
�! � �������� ����	�� 
������: PQ � MO = OP � MQ + OQ � MP? 

2����: MO sin �
N cos

p  =  p � MO sin (� – �) + q � MO sin � ��� 

Ncos
Osinp

= p (sin � � cos � – cos � � sin �) + q sin �.  

>����
 p sin � (1/cos � – cos �) = sin � (q – p cos �),     
tg N = (q – p cos �) : (p sin �).  

8��
�: arctg
Oin  

O cos 
sp
pq � ,  � – arctg

Oin  
O cos 

sp
pq � . 

67.2. [27, �.257]. B
	
 �
�	������		
� ��
�����, � ������� 
����
	
 �����	���! � ����� ������� ����
	
 �����	���!. >�	�-
��	�� ������ ��
����� � �
����� ����
		�� �����	���� �
�	� 

3
2 . �
��� ��� ��
�����. 

 

*
#
��
 
 

R�� 	��	� �������! � ������� 
���� �
�
��? C������	� ������	� 
��, ��� �
�	������		
� ��
����� ��-
������ ����
		�� � ����
		��.  

5
��������� � ����������� ��-
����
� ��	���
��� ���� ��
����-
��� ����
��� ���
����� ���� ���
�-

���: ������$ ������� ������
��
���$ ���	
'�� � 

 ��
��
$ �����. 
2�
�, � �
		�� ��	#���
���  AB = DH = CD.  

�
 ����	�� BH – �����
 ��
�����, BD – �� ��
�	
�!, ������� 
DH – �������� ��
�	
��, �
�	
� ����	�� ��	��. >���	
��� ����� 
R �
���� ����
		�� �����	����, 
 ������� ������ ��� ��
����� 
����� �, �.�.  BAD =  BAH =  BDA = �.  
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>��
��� �	��
	�� 	
 ��� ������
, ��������� �� �����	� B: 
������ BH, ���
�
���� ����� R  �� �������, ������� �����	� 
AB, ���
�
���� ����� BH (�	
���, � ����� R) � �, ��
�	
�! BD, 
���
�
���� ����� R � � �� ��������� �� ������� ��	����.  

�
��	��, DH = AB, ������� ��� �����	� ��������!	�� ���-
���!	��
 BDH ���� ���! ���
��	� ����� R � �, �.�. ������	
 R 
�����!������ �
� ����������	
�, 
 ������
 +�#
��
 �
�� ��
�	�-
	�� ��� �����
	�� �.  

2�
�, �
��	
 �
���
 DH ������� �����	�� AB – �����!���
	�� 
��	��	�� �������
 ��	#���
���. 

 

2����: BH = R 3
2 , DH = AB = 

Osin
R

3
2 , BD = 2R sin �,  

BD2 =  BH2 + DH2.  4R2 sin2 � = 
Osin

2
3
2

2

2
2 RR � , 6 sin2 � = 

Osin
11 2�  

(R � 0 ),  6 sin4 � – sin2 � – 1 = 0. >����
 sin2 � = ½, 
2
1

2
2cos1

�
� � , 

cos 2� = 0, � = 45�, �.�. � – ������ ���.   � = B = 135�.  
8��
�: 45�, 135�, 135�, 45�. 
 
(�  +����	�	�� ����	�������, ������
���!	�� ���). 

 

+���!  BDA = � – ������
���!	��. J��
, �.�. AB = DH, �� 

DH
BH

AB
BH

�  ��� sin � = tg �.  

%�
�	�	�� ������	� �� ��	��	�� �������
 ��	#���
���. 
G�� ��	� ��
�	�	��, ������
���� ������	� � � �, �
�� ������� 
�
�
��. 2����!��� ��������� �� ������� ��	����, �����
��  

R
R

R
BD

R
BH NsinOsin2Nsin 

3
2 �

��� . >����
 sin � � sin � = 
6

1 .  

2����: tg � sin � =
6

1 , 
6

1
N cos

Ncos1 2

�
� , 6 cos2 � + cos � – 6  = 0, 

cos � = 
62
51&� . J.�. � – ������ ���, �� cos � =

3
2

6
2

� ,   

tg � = 
2

112
3 ��  = sin �,  � = 45�.  
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+�����		�� ����� � ��, ��� cos � = 
3
2  = 

BD
AB

BD
DH

�  (��	���-

	�� ������� �����	� � ��
�	
�� ��
�
���! �
�	�� ��	���	��, 
�
�
		��� � �������), �����
���
�� ���������! 
	
���.   

 
(�  &���� ������	
�). 

B����	�� ����-
	��, ������� ����-
��		�� �����	��- 
������ OP, OK, OM, 
�� O – ��	�� ���-
�
		�� �����	��-
��, K = AB � CD,    
I – �	��	��.  

+���! O (0; 0) �  
��! ����	
� ���-
	
����
� ������ 

OK, N (a; b), �� N – ��	��
	�� ������ ��
����� CN.  
 

J��
 H (– a; b), C (a; b + h), D (x0; b), h – ���	
 ������. 
�
���� x0, �����!��� �
��	���� DC2 = DH2, 
 �
��� ������	
�� 
����� M �
� ������	� �����	� DC.  

(x0 – a)2 + h2 = (x0 + a)2,  x0 = 
a

h
4

2

,  M (
2

;
82

2 hb
a

ha
�� ).  

S
�
����	�� �������� ��	#���
��� DC = DH �����!���
	� 
��� ��������	�� 
������� ����� D. J����! �
�
		�� ��	���	�� 
������
���� � ������	
�	�� #����:  

 

2R2 = 3H2, 2(a2 + (b + h)2) = 3h2,  2a2 + 2b2 + 4bh = h2  (*). 

+����
���� � ��
�	�	�� y = x
a
b  ������ ON ������	
�� ����� 

M, ������� 
2
hb �  = �

a
b

a
ha
82

2

�  ��� b + h = 2

2

4a
bh

. ? ������ (*) 

�����: b + h = 24a
b

 � (2a2 + 2b2 + 4bh). >����
 (b +2h) (a2 – b2) = 0.  

J.�. ������ �	������! 	� ���
�
���� � 	��!, �� a2 – b2 = 0 ��� 
a = b. 2�
�, ���� a = b , �� ����� O, N, M ���
� 	
 ��	�� ������. 
K�� �
�	����!	� ����, ���  HNO =  MND =  MDN = 45�.  

O 

K 

P
I 

�
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(�  >��
�	�� ���). 
 

+����	�� ���� ���
�	�� ���
 � 	
��� �
�
��, �����������, 
���  A =  D = 45�. J��
, ���� BH = h, �� AB = DH = h 2 .  

2� U BHD �� ������� +�#
��
 BD = h 3 , 
 �� U BAD �� 
c�������� �� ������� ��	���� BD = 2R sin 45� = R 2 .  

2���� ��������� h 3  = R 2 , ����		�� � ���� ������� �
�
��. 
$�����	�, �
� � ��������
�� �� ����
������, ��������� ���##�-
���	� ��	���	�� R : h  ��� � = 45�. 

G��� � = 30�, �� BD = 2R sin 30� = R � BD = h 5 . 
$ ���� ����
�  R : h = 5  : 1.  
>��
������! ������
���
	�� �������� � ����� ���� (��. 

������ ����	�� �
�
��). 
BD = 2R sin � = 2 � 2 R sin � = 2 � h 3 sin � = h 6 sin �. 

DH = AB = h 1Osin6 2 � . 

2� U 3BH  sin � = h : (h 1Osin6 2 � ).  
>����
  6 sin4 � – sin2 � – 1 = 0  �  � = 45�. 
 
+������
����� ���
���� ���������! 
	
��� �
�
��, ���
�
� 

�	��
	�� 	
 ��������� ����: 
 
 


) ���
�
�!, ���  AKD = 90� ��� kAB � kCD  =  – 1; 
 

�) ���
�
�!, ���  BOD = 90� ��� ODBO �  = 0; 
 

�) ���
�
�!, ��� <O – �
�
���!	
� � �����	����, ����
		�� � 
��
�����; 

) ���
�
�!, ��� AB : BD = 2  : 3 ; 
 

�) �����!���
	�� ������� �	��	��
 I; 
 

�) �����!���
	�� ������������� ������
���
	��: ������		�� 
�����	�������� OP, OK, OM – ��� � ��� ���������; ������� �� 
�
���
����
�! ������� ���
 OB 	
 ��� BOK �� �
����� �������     
(��� CDB � COB c����������		� ����
		�� � ��	��
�!	��, 
����
������ 	
 ��	� � �� �� ��� BC �����	����, �������          
 CDB =  BOK )? 
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6.2.  B���!����!'�� "����%  
        � ;/��	���	����!'�� �
��  
 
V��!� 	
������� �
����
 �������� �
������� 	
 ��	����	�� 

������
� 	�������� ����
���	� ����� ������� ����	
��
���	-
	�� �����
 ����	�� ������������� �
�
�. 

+���� ����	�� �
�
�, �����		� �������������, – ����	�� � 
�	���
		�� ��������!	�� �������, ������� �	��
 �
�� 
����	� ��W��	��!. +������, 	
���	��, � �����
� ����	�� �
� �
��� 
������
���� #�
��: "������	�…", "���� �����!…", "�
�����…".  

��������	� �����! ��� �	������
�!	�� �����		���� �������
 
�� ���������� � �����	�� �	
	��; ���	! ����	� ��
����� ����-
���, ���� � ������� �������� � �������, ������� ���	� ���� �� 
�����

�! ��� �����!���
	�� � �����	�� �
� �	�����
�!	��. 
L�
���
��� �
��� ������!	���� �	���
��
	�	
 � 	�
�����-
���	
. �� ��
����
 �����
��, ��� ���������
���$ 	�����, ���-
��	�� ������� �����

���� � ���� �	��, – 	��������
� �
	! 
�������
, 
 �����	�	�� �
�
�-������ – ������	�� ������ �� 
��
���
���. C������	� ������	�, ��� ��&
� �����!��� ��
�
��$ � 
����
������'�� �����$ 	���������. ���������� �
��� �
����
 
�����! �
�
��, �����
���
�!����! � "�����$����$ ������". &� 
������, �
��� �
�	�� ���! ��
�� ��������		�� 
	
��� ����	��, 
�������	�� �������		� �
�!����
�! ��������������� �������
 
��	#���
���. �� 
	
��� ���������� ��� ����� ���, �
� �
�
�
 
���
 ����	
, 
 	
 ��	����!	�� �
����, ��	����	�� ���
��	� ��� 
������
�� �� �
���
���� �
�	� �����! �
�
��. ��� �����! �
#
-
��
, ����
 ��
� � 	��
�� �	��������0� 
� 	�����?  

 

$ �������� �����
 ����	�� �
�
� �����!������ �
����	�� 
&���"!���"$�� ������ � �%;���!���!���"$�� ����. 

 

)������� – ���	 �� �
�	�� ������������� �������. C	
���� 
��	
�
�� ��������. %���
�����	�� �� 
	
���� ���	! �
�	�. +��-
��������
���! �
��	�� 	����	�� ���
	���, 	������� 
����	�� � 
�
���
��� 2�
		 E�����, ���
�: "[ ���!#
 ��
� ������ 3��-
������, ����� ������ �
����� ����
����. 8�� ���0� ��
 �
�-
�
�� �������, � ��� �
�!#
 ��
� ��
��
� 	�
�
��
��!".  

�� �
�����	�� �� 
	
���� 	� ����� ������! ���
�
���!��-
���. �
 ��� �	����
�	� ���
�
�� �	��
	�� �����, #�����#�, 
�
���
���� � ��. >�	
��, 
	
���� ������������ ���	��	���	�� 
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������, �
� � 	����	
� �	������, ������� � ����	�� ���������� 
����
�� ��� �� ��
���
���� ���	���. �
 
	
���� ��	����
���� � 
������� ������	��, ������� �������� ��	�� �� �
��� �
�	�� 
������� �
�������	�� � ������	�� ��������� �	
	��. 

 

0������� ����$2�� – ������������� �����, ������� �
��� 
�����	����� � ��������		�� 	
��
�. $ �������� � �
��	� "�	���-
���" ��	
�
�� "	
����	��": �
�������	�� �
��	�� ����
�� 	
����� 
	
 ����	�� �
�
�� � ����� ����
�. >����		� �����	� � �
������ 
�
��	�� ����
�� ��
�! �
����	�� "��
�	��" ����
�. �� �
�
� 
���
�
���!���
 ��� ��� �	�� ��������	��, �
���� ��	��	�� 
����
 ����
�� ��
�� �
�	�� ���!: �	 ����
�� �
�
�! ��
���!-
	�� #�����������, ������! #������, �
��	����	���! � �.�. 

 

'���2�� ��������� – ������������� �����, ��������� � 
����#����������� ��������	�� � ���!� �����
 �� ������	�� 
�
�	����!	�� #��� ���, �����
� �����
�� �
�����	�� ���
���
�-
��� ��������	�� � ��������� � ���� ���
�
���!���
 ��� ���-
���
�� ������� ������	� � �
		��� � ����������	��� � ���� 
�������	��. 

 

'���%��������� ������ – �����, ������� �
����
���� � �����-
�
���
	�� �
�
�� � �����
��	�	��, 	� ����� ������� � �	
�����. 
�
������, � �����!� �
����	�� ������������� ������
���
	�� 
(�
�
����!	�� ����	��
, ���������, �������
, �������� � �.�.) 
��� �����	�� ������
���!	�� �����	��� (������
, ��
, �����-
	����, ����
�� � �.�.). 

 

����������� ������ – �����, �������

���� ������� �� 
��	�� ����
 � ������ � �����!� �������
	�� ��W����� �
�
��. 
�
������, ������� �� ������������� �
�
�� � 
����
������� � 
�����!� ������	
�	�� �����
 ��� ������� � ����!����	�� 
����
��� � �����!� ����
 ����
������
	��.  

 

7������� ������ $ ���������� – ���	 �� ����� ������� 
(��������) � ����	�� �
�
�. 2����	
� �
�
�
 ��������
���!	� 
�������� � 	
���� ����
�
� – �
�
�, ����	�� ������� ��� 
������	� (	
������, �
�
�
 ���
�
�! �
	��), ��� �����	�
�	�. $ 
���� �������� 
	
��� �����	����� � ��	�����, �����	����� �
�-
���	�� ������������� ������ � �����
���
�������� ����. 

 

�
 ��
����� �
����	�� ���� �����
 ����	��, �
� ��
����, 
�����
����.  
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68.1. ABCD – ����
		�� ����������!	��. E
�
���!	��, 
�������		�� � ����
� B � D, �������
���� � ����� M, ���
��� 	
 
������ AC.  B��
�
�!, ���  AB · CD = BC · AD.  

 

.������
�!����
 

�
�	�� ����� ����	�� ���� 
�
�
�� c ��	�
, ����
� �
��	���� 
AB · CD = BC · AD, ������� 	��	� 
���
�
�!.  

&	������� � ���������	��� 	� 
��������, 	
������, ������
�� ��-
�����
������ ����, ������� ��-
������ � �
�	����!	�� ���������: 

CD
AD

BC
AB

�  (�).  

+��������, �
� ��
����, ������� �� ������� ������!	����. 
�
�
 ��������� "��
���
��" 	
 ������!	��� ABC � ADC, ����-
���, ������	�, 	� �����	�, �
� �
� ����
����� ��������!	�� ���-
�
		�� ����������!	��. 

$����	�� ���$���� �������������� ��� ��	���	�� �
��	��-
�
: a = b, ���� a = c � b = c. +�������� 	
��� ������
���!	�� 
������	� c.  

R�� �����
���
�� ������	���! �����	�� �����
? $ ������ 
������! – ��� �
��	���� �������� BM � DM �
�
���!	��, 
 �
��� 
	
����� � �
� ������!	���� ����� �����	. 

2����� ��� ������!	���, ����
�� ����� � ������� ������!-
	���� ABM, BCM �� ���� ��
�:  M – �����, 
  BAC = CBM, 
������ ��� �	� ���������� ������	�� ��	�� � ��� �� ��� BC, 
�
� ����
		�� ��� � ��� ����� �
�
���!	�� � ������. 2� ��-

����� ����� ���������: 
CM
BM

BC
AB

� , �����
� �������� ������ 

��	���	�� ��������� (�).  
J����! ��	�, ��� �X ������ ��	���	�� ���	� �������! 
	
��-

��	�, �
���
����
� �
�� �����	�� ������!	���� ��� ������ 

AM, �.�. ADM � DCM. +������ 
CM
DM

CD
AD

� .  

A

B 

C

D

M 

••
•

•

•

•

68.2. 
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J
� �
� BM = DM, �� ��
��� �
��� ���� ������	�� ��������� 

�
�	�, �.�. " = 
CM
DM

CM
BM

� .  2����: 
BC
AB  =  " = 

CD
AD , �.�.�. 

 
$ ����	�� �����	����! �
�
��-������� 2, 4, 5.  
 
@
����� �����! ����	�� ��
���, ��������
� ��� �
������	�� 

� ���
�	�� �������. 
� ABM ~ � BCM �� ���� ��
�:  M – �����,  BAC =        

= CBM. >����
 
CM
BM

BC
AB

� .  

C	
����	�, �� ������� ������!	���� ADM � DCM �������: 

CM
DM

CD
AD

� . BM = DM �
� ������� �
�
���!	��, ������� ��
��� 

�
��� ��������� �
�	� � �� �������� ��
	�����	���� 
CD
AD

BC
AB

� , 

�.�.  AB · CD = BC · AD, �.�.�. 

68.2. (/ 3599). B�� �����	���� �
�
���� ��� ���
 �	����	-
	�� ���
��� � ����� A. S���
 BC ���!��� �����	���� �
�
���� 
��	!��� � ����� D. +���
� AD ������	� �������
�� ���!��� 
�����	���! � ����� M. �
�����  MB, ����  MA = a, MD = b. 

 

*
#
��
 
 

 

L
��	����, ������
����� � ������� �
�
�� 68.1, ��������� 
�����
���� � ����
�	�� ������ � ������ �� ����	��.  
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C ��� 	
�
�! ����� ����	�� � ���� �
�
��? $����	�� 	�����!-
�� �
����	�� ����	���, ���
��� �	��
	�� 	
 ������ "��
�	��" 
������	�� ����� BC (���. ����
), � ������� �	
 �����	�������	
 
��	�� ��	���� �����	�����. $ ���� ����
� ����
���	� �����	��! 
����� A � B �, �
���
����
� �
��� MB �
� ����	����������-
	
�!	�� �������, �
���
�! MB2 = MA � MD = ab. �� �
�������
-
	����� �� ��
 �
�������! (�������) 	
 ����� ����
�? 

+������� ��
���� DP (DP � BC) �, ����	
��� ����� ��������-
	�� ���
 AP � ���!��� �����	���!� ����� N, �����	�� N c M.  

 DAP = 90� �� �
���
���!	��� �������� �����	����. >����
   
 MAN = 90�, �.�. MN – ��
����, ������ MN � BC, �.�. MN YDP.  

K��� ��
���� ����� ����� BC �����
�. @	
���, �
�	� ����-
����������� ��� MB, MC � ����
������ 	
 	�� ����
		�� ��� 
MAB, MBC. % "��
	�#�������
		��" ������!	���� MBD � MBA 
���! �
��� ����� ���. ?�����
���!	�, �	� ���
���� �����	���.  

2����: 
MB
MD

MA
MB

�  ��� MB2 = MA � MD = ab.  8��
�: ab . 
 
$ ����	�� �����	����! �
�
��-�������  1, 4, 23.

69. ABCD – ����
		�� ����������!	��. +���! P, Q, R – 
��	��
	�� �����	���������, �����		�� �� ����� D 	
 ������ 
BC, CA, AB �����������		�. B��
�
�!, ��� PQ = QR ���
 � ���!�� 
���
, ���
 ����������� ���� ABC � ADC �������
���� � �����, 
���
��� 	
 ������ AC. 

(SLIV &����	
���	
� �
���
������
� ������
�
) 
 

.������
�!���� 
 

+� �������� ���������� �	����		�� ���� B � D ������!	���� 

ABC � ACD ������� �
�
�� �
�	����!	� ��������� 
CD
AD

BC
AB

�  

(�) ��� �
��	���� AB · CD = BC · AD. $����	��, ��� 
	
����	�� 
�
��	���� ���
���
���! ���� � �
�
�� 68.1. �� � �
		�� �
�
�� 
��������� ���
�
�!, ��� ��� ������� �������� 	���������� � 
����
���	�� ��� �����	�	�� �
��	���
 �������� PQ � QR. 

E
� � � �������� ����	�� ��
�
		�� �
�
��, ���	� �
��	��! 
��	���	�� ��������� (�) �
�	����!	���, �����!��� ������� 
������!	���� � ������ ?�����	
 (��. �
�
�� 17.3); ���	� �
��� 
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���
�! �
�
�� ������	
�	�� �������, ����
� ����� R �
 	
�
�� 
��������!	�� ������� ������	
�, ������	
�	�� ���, ������
-
���� ������ DR � AB, �, ���������!, 	
������, ��� ��� �
�
	-
	�� ������� ������� DQ ������ ����
	�� ������!	��
 RPD. �� 

�
���	
�!	�� ����	�� ����	� ��-
���!���
�! 	
������ �
�
����	�� 
�������
 �
�
		�� ��	#���
��� – 
	
����� ���� ������ ����. K�� ��
-
���
�� 	
 ����� ������
���!	�� 
�����	�����.  

B���������!	�, ���������� ��-
���	���!, ����
		
� ����� ����-
������!	��
 DPCQ � ��
������ 
CD �
� �
� ��� DPC � DQC – 
������. E���� ���, ���������� 
�����	���!, ����
		
� � ����� ��-
��������!	��
 ADQR.  J
� �
� 
ARD = AQD = 90�, �� ��  
��
������ ������ ������� AD. 

>��
��� �	��
	�� 	
 ��, ��� ����
��� ���� ���������
$ ��-
������0� �����
 ����#
��
 	��	��'�� (�).  

+������ ��������� ����! �����	��! �������� ��
	�����	����. 
?��
���
����, �
��� ������
���!	�� ������	� � ���� ���!� 
���	� ���� �� ������ � �
		�� �
�
��? V���	
��
���		�� ����� 
��������� ��	
�����!, ��� ����! 	
�� �����!���
�! ��	��� ����.  

+� ������� ��	���� �� �ABC: 
Osin
`sin

�
BC
AB (� � � – ������	� 

���� A � C).  

+� ��������� �� ���� �������: sin � = 
AD
QR  (�AQR ����
	 � 

�����	���! � ��
������ AD) sin � = sin (180�– �) = 
CD
PQ  (��PQ 

����
	 � �����	���! � ��
������ CD).  

2����: .:
sin
sin

QR
PQ

CD
AD

AD
QR

CD
PQ

\
]

BC
AB

����   

>����
 �������, ��� ��������� (�) ����		
 ���
 � ���!�� 
���
, ���
 PQ = QR, �.�.�.  

 

$ ����	�� �����	����! �
�
��-������� 4, 9, 15, 17.  

A

B 

C

D

P

R
 

Q

•

•

• •

•

•

•

•
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+����	� ����
�! � �������! ��� ������	�� �
�
�� (���������� 
�� 
	
���, �����	�� ���	�� ����	��).  

J
�, ���	� �#���������
�! ��������� �
�
��. 
 

ABCD – �	������$ �
���
����!���. �����
�!��
, 	���
�
�-
��
 � ������ A � C, 	
�
�
��0��� � ����
 N, �
��%
$ �� 	����$ 
BD.  .������!, ���: 

1)  9���
������ ���� B � D 	
�
�
��0��� �� �������� AC � 
����
 L.  

2) PQ = QR, �
 P, Q, R – ��������� 	
�	
����������, �	�%
�-
��� �� ����� D �� 	����
 BC, CA, AB �����
����
���.  

3) ������
�
��� ������� ������ ������ �
���
����!���� 
����� 	������
 	�����
�
��� 
� �������
$. 

 
A

B 

C

D
N

P 

Q 

R

L •

•

•

•
•

• •

•

••

 

70.1. +���! A – ��	
 �� ����� ��������	�� ���� �����	����� � 
��	��
�� O1 � O2, P1P2 � Q1Q2 – ����� �
�
���!	��, M1 � M2 – 
������	� ���� P1Q1 � P2Q2 ���� �����	����. B��
�
�! �
��	���� 
���� O1AO2 � M1AM2.  

(SSIV &����	
���	
� �
���
������
� ������
�
) 
  

.������
�!���� 
 

$�����!������ �	��
 ������� ����	�� c ��	�
. 
E
� ���	� ���
�
�! �
��	���� ���� ����? +���� �������	��, 

�����!��� 
����
������� ������, ��� ����� ���
�
���!���, ��-
���!��� ������������� ������. +����� ����� ��������
�! ���-
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��	�	�� #����� ����	�������, ������ ��	���� � ����	����, ����-
��	
�	�� �����
 � �.�.; ������ – �
��	���
 ��� ������� ���-
���!	����, ������������� ������
���
	�� � �.�. 

 

>��
	������ 	
 ������ �������. 2���
� ����	��, �
���
��, 
��� ��� �
�	�� �����	����� ������� ��� ����
�
��, ������� 
����� ����
�! �� �
����� �
����	���. %����
���� � ���, ��� �� 
	��	� �����	��! �
�, ����� ���
���
���! ���!�� ���� � ���-
���!	����. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
? ���� ���!� ������� SA �� ��������	�� � ���!��� �����-

	���!� � ����� L � �����	�� ����� L � ����
�� O1 � M1. $����, 
��� ��� �##�����	�� �����	����!	�� �������	��, �
� �
� ��� 
�������� � ��	���� S, ����������� ��	!��� �����	���! � 
���!���, ����
� O2A �������� � ������ O1L, 
 ����
� M2A – � 
������ M1L, �.�. O2A '' O1L, M2A '' M1L.  

K�� �
�� ������	���! ������ �
��	���
 ���� O1AO2 � M1AM2 
���
���
�! �
��	���� �����������		� �
�	�� �� ���� AO1L � 
AM1L (����	
��	� 	
 ����	�� ��	�� ����), 	� ���
��� �	���� 
��	�� �����	����.  

%�� AO1L – ��	��
�!	��, 
 ��� AM1L – ��� � �����	�� 
�	���� �����	����. ?�
�	��! 	�����������		� �� 	��!��, 	� �
��-
���, ��� ��� ��� ����
���� 	
 ��	� � �� �� ��� AP1L.  

>����
 �������, ��� �	� ����� �
�	� � ��� ����
�, ���� ����� 
����
		��� � �����	���!, 
 �	
���, ����������!	�� LO1M1A 
�����	 ���! ����
		��. $����	��, ��� ��� ���� 	��������� � 
����
���	�, �����  ALO1 +  AM1O1 = 180º. 

A

M    1 M2

P   1

P    2

Q   1

Q2

O   1 O2

L 

S

•
•

•• • ••

•
•
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+�����	�� ������� �����	�����, ���� ����		� �
��	����:          
 ALO1 =  AM1S (����	
��	� 	
 ����	�� ����� ��
��), �
� �
� 
��� AM1S � AM1O1 – ����	�� �  AM1S +  AM1O1 = 180º. 

 

+�������� �
��	� ��������	�� �
�	����!	���.  
>����
 ����� �����! �����
�! �
��	����:  ALO1 =  AM1S? 

2����� ������!	���, ���
�
�� �	��
	�� 	
 ��, ��� � ������!-
	���� SLO1 �  SAM1, ������
��� ��� ���, ��� S – �����, �.�. 
�
��	���� ���� ����� �����
�! �� �� �������. 

G��� � SLO1 ~ � SM1A, �� ����	
 �����	��!�� ��	
 �� 
���������: SA : SO1 = SM1 : SL = AM1 : LO1.  

 

+�����
� ���������	�� � ����������, ������� ������, �
� �
� 
��
 ���������	�� SA · SL � SM1 · SO1 ���	� �������! �� ������� 
��������� ��	#���
���. 

B���������!	�, ���
��� �	��
	�� 	
 ��, ��� ������� SP1 ����
	 
�� ����� �����!�� ������
�� ������ ���������: �	 �������� � 
�������� �
�
���!	��, � ����	�� ���������	
�!	�� �������� 
(�
� �
��� ��������!	�� ������!	��
 SO1P1).  

2�
�, SA · SL = SP1
2  �  SM1 · SO1 = SP1

2, �.�. ��������� ���	
.  
+���� ����	�� �
��	��	.  
 

$ ����	�� �����	����! �
�
��-������� 5, 17, 23, 24, 
 �
��� ������
 � 
����	�� ��
�, �������
 ��������, �������
 �����	�� ������!	����, �������� 
��
	�����	����, �������
 ���������. 

 

���������� 
	
��� � ���� �
�
�� ����� ���
�
�!�� �������-
��		�� � ����	��, 	� � �
�
�
 ����	
�. L���	�� �	���
���� 
�
�
� ���������� � �������� �����	�� �
������	��. �
��� ��
�� 
������ ����	�� 	�����. G�� ����
���!	� ������������ ������
 
�
������	�� � ����, 
	
���� � �������. 

 
$����	�� ���
�	�� ���, �
����� ������ ����	�� �
�
��. 
 

J
� �
� SP1
2  = SA · SL � SP1

2 = SM1 · SO1, �� �� ��
	�����	����  

SA · SL = SM1 · SO1, ��� �����
��	�	� ���������: 
SL

SM
SO
SA 1

1

� . 

>����
 � SLO1 ~ � SAM1.  
2� ������� �������, ���   ALO1 =  AM1S.  
2����:  ALO1 =  AM1S �  AM1S +  AM1O1 = 180º (�� 

������� � ����	�� ��
�).  
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A

B 

C 

D M2

P   1

P    2

Q   1

Q2

O   1 O2

L 

T

S

•
•

•• • ••

•
•
•

•
•

•
•

J
��� ���
���,  ALO1 +  AM1O1 = 180º � ���������� �����-
	���!, ����
		
� ����� ����������!	��
 LO1M1A. $���
		�� � 
��� �����	���! ��� AO1L � AM1L �
�	�, �
� �
� �	� ����
���� 
	
 ��	� � �� �� ��� AP1L. 

+�� �������� � ��	���� S, ����������� ��	!��� �����-
	���! � ���!���, ����
� O2A ��������� � ������ O1L, 
 ����
� 
M2A – � ������ M1L, �.�. O2A '' O1L, M2A '' M1L. ?����	� �
� ���� 
AO1L, O1AO2 � AM1L, M1AM2 �����������		� �
�
����!	�. >����
 
 AO1L =  O1AO2 � AM1L  =  M1AM2.  

+� ���
�
		��� ��� AO1L � AM1L �
�	�, �������  O1AO2 = 
=  M1AM2, ��� � ������
���! ���
�
�!. 

 
L
�������� ����� ������ ����	�� ���� �
�
��, ������� ���-

	� ��
���#������
�! �
� ��������
���!	�� �����	�� �����	�� 
�	���
���� �
�
�� � 	
���� ����� ������� ����
�
� (���. 159). 

 

 
1)  B��
���, ��� � M1AM2 – �
�	������		��.  
G��� B – ����
� ����
 ��������	�� �����	�����, �� AB � O1O2. 

+���! C = AB � Q1Q2. J��
 �Q1
2  = �A · CB.  

? ����� �����	�, �Q2
2 = �A · CB. >����
 �Q1= �Q2, � �� 

������� '
���
 DM1 = DM2.  
@	
���, � ������!	��� M1AM2 �����
 AD ������ ����
	��, 

��� � ���
���
�� ������ ��������	��. 
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2)  B��
���, ��� ����� L, M1 � B – �����	�
�	��. 
B�� ���
�
���!���
 ���	
����	���� ���� ����� ��	�� ������ 

��������, ��� ��� L M1O1 � BM1M2 �������� ������
�!	���. 
B���������!	�, � ���� ��������	���� M2A '' M1L, �������       

 LM1O1 =  AM2O2. J
� �
� ������!	�� M1AM2 – �
�	������	-
	��, �� AM1M2  =  AM2M1 (����
�
�
 1).  

>����
   LM1O1 =  AM1M2.  
�� ��� AM1M2 � BM1M2 �
�	� (�	� ���������	� ��	�-

�����!	� ��	�� ��	���� O1O2), ������� ��� LM1O1 � BM1M2 – 
������
�!	�� � ��������	�� � �����	�
�	���� ����� L, M1 � B 
���
�
	�. 

 

3)  B��
���, ���  LO1A =  LM1A. 
 LO1A, �
� ��	��
�!	��, ���������� ����  AP1L.  
 LM1A, �
� ��� � �����	�� �	���� �����	����, ���������� 

���������� �� AP1L � BQ1T.  
@
���
��, ��� ��
�
		�� ��� �
�	� � ���� ��������� ��	���-

���!	� ��	�� ��	���� O1O2, 
 �	
��� � ��� LM1A ���������� 
���� AP1L, ��� ���
���
�� ��������	�� � �
��	���� ����.   

 

4)  B��
���, ���  O1AO2 =  M1AM2. 
2� ��������	���� (��. ������ ����	��) �������:  
 O1AO2  =  LO1A,  M1AM2  =  LM1A.  
+����	�� ��� �
��	���
 � ��������	�� 3), �����
�� ��������� 

�
��	���� ���� O1AO2 � M1AM2. 
 

$ ����	�� �����	����! �
�
��-������� 5, 24, ������
 � ������
�!	�� ��
�, 
�������
 ��������, ���������, ��
	�����	����, �
�	������		�� ������!	��
. 

 
?�������� �
�
�� ����
���!	� ���
��� �
���������!	�.  
$	��
���!	�� �����	�� ����	�� �
�
�� 70.1 �����
��� ���� 

�����
 �� ����	��. 

70.2. >����	���� b1 � b2 �������
���� � ����
� M � N. 
+���
� l – ���
� �
�
���!	
� � b1 � b2, �
�
�, ��� M �
�������	
 
� l �����, ��� N. +���
� l �
�
���� b1 � ����� A, 
 b2 – � ����� B. 
+���
�, ��������
� ����� M �
�
����!	� l, �������
�� ������	� 
�����	���! b1 � ����� C, 
 �����	���! b2 – � ����� D. +����� CA 
� DB �������
���� � ����� E, ������ AN � �D – � ����� P, ������ 
BN � �D – � ����� Q.  B��
�
�!, ��� EP = EQ. 

 

 (SLI &����	
���	
� �
���
������
� ������
�
) 
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.������
�!���� 
 

G��� �����	���� b1 � b2 �
�	�, �� ��������	�� �
�
�� ����-
�
�� �� ��������� �������� EP � EQ ��	������!	� ������ MN. 
?���
� �
����� �����	����� �
����	���, �����	�� ������. 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
E
� ���	� ���
�
�! �
��	���� ���� ��������?  
>�����	�, � ���� ���!� ���	� ������!�� � ���, ��� ������!-

	�� EPQ – �
�	������		��.  
$����	��, ��� 
	
����	
� ����
�
�
 ������
�
�! � �������� 

����	�� ���������� �
�
�� (���
	
��������� �
������ � �
���-
����	�� �����	� ������!	��
, �
�
����!	�� ������ � �.�.).  

 

?���
�� 
	
����	�� �����:  
PM = MQ, �.�. ME – ����
	
 ������!	��
 EPQ. 
J����! ��	�, ��� ���
���� ���
�
�! ��������	��: ����
	
 ���-

���!	��
 EPQ �������� �� �������.  
 

2����� �
�
����!	�� ������ � �������, ���� ���������� 
�
�� �
�	�� ����:  

 MCA =  KAE  �  MDB =  KBE,  
�� K – ����
 ��������	�� ����
	� ME � �
�
���!	�� AB. 
 

E
��� �
 ���������?  
���	� �� �����	��! ������?  
@���! �� �������� � �
���� ����	��� ����	�� ����	��.  

A

B 
KC

D
M 

N 

P 

E 

l

Q

•

•

••

• •

•
•

•

•
•

••

1 

2
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+������ �
����	�� ����� � �������, �
���
�� �
�	��: 	��	� 
�����	��! ����� M � ����
�� A � B, ����� ���
���
���! 	���� 
�
�	������		�� ������!	��� CAM � DBM � ���������! ��
�	�-
	�� ����. 

 
                                                                                                                             

B���������!	�, ����� CM � MD �
�
����!	� �
�
���!	��, 
������� ����� A � B ����� �����������		�� ��� �����
�.  

%�� ��� ��	��
	�� �
�	������		�� ������!	��
 �
�	�, 
 
�	
���, ��� ���� ����� ��� ������� �
��	���:  
                           KAE =  MCA =  CMA =  MAK; 

 KBE =  MDB  =  DMB =  MBK. 
2� �
��	���  KAE =  MAK,  KBE =  MBK �����
��, ��� 

EM � AB � EM � PQ.  
J
��� ���
���, ������!	�� EPQ – �
�	������		�� � EP = EQ, 

��� � ������
���! ���
�
�!. 
 
E
��� ������ ���	� ����
�! ����� �	��
���!	�� 
	
���
 

���� ������	�� ����	�� �
�
�?  
 

H�
�	��, ������	�, �
���: ����� ����	�� � ������ �
�
�� ��-
����� �� �� ������. E
� �����, ��
	�
��	�� ������ ������
-
���� � ��� ����	�� ������
���!	�� ������������� �
�
�. 

A

B 
K

C

D

M 

N 

P 

E 

l

Q

•

•
•

•

•

•

•

•

•
• •

•

2

1

71. 
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6.3.  �	��%� ��C���D 
�+ �	
	�� 
 
+�� ����	�� �
�
�� 	�����!���� ������
�� �
�����
���� 

������	���� �
����	�� �������� �
������	��, ���������� � 
��	��� � ���� �� �����!�
��, ��
�������! � ���	���! ��	����. 
E���� �����
 �����
�!	�� ����	��, ���������� �##�����	�� 
�
����	����! � �������
. $ ����, � �����!� ��	����	�� �
�
� 
������
���� ����� ������ � ���������� ������	��. 

L
�������� ����	�� 	�����!��� �
�
� �
�	��� ������
��. 
 
71. �
��� �������� ��������!	�� ������!	��
, �
���� 

������� ��	������ �
� 3 : 4, 
 ���	
 ����������� ������ ��
 
�
�	
 24 2 .                       

*
#
��
 
 

A A A 

B B BC C C 

P

D  

L L L 

I 
T  

2k  

2k  

3k 

4k  

k 

k 

k 
k 

3k 

3k 

H

         

             L��.1                                  L��.2                                 L��.3 
 

$����� ����	
��	�� � ����
�� ����� �
���
	��:  � = 90º,  
CL = 24 2 , BC = 3k, AC = 4k, AB = 5k (k – ���##����	� ������-
���	
�!	����); AL : LB = 4 : 3 (�� �������� ����������� ������!-
	��
), AL  = 20k/7,  LB = 15k/7;  12k – ������� ��������. 

 

 

(� $����
, �������		
� � �����	���). 
+������� ������ CH (���. 1). � CBH ~ � ABC c ���##����	-

��� 3/5. +������ BH = 9k/5, CH = 12k/5.  
� CLH: LH = 15k/7 – 9k/5 = 12k/35. +� ������� +�#
��
 

2
22

)224(
75
712

35
12

��
�
�

�
�
�

�
�

��
�
�

�
�
� kk ,   

22

5
24

50
22424

35
12

�
�
�

�
�
��

��
��

�
�

�
�
� k . 

PABC  = 12k = 7 � 24 = 168.    
O��
�: 168. 
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(� '�����
 CL = CP + PL ).  
 

+������� ������� BD �
�, ����� �D = CB = 3k (���. 2). >��
-
������ �
�	������		�� ��������!	�� ������!	��� CDB � CPB. 

2����: CP = PB =
2

3k . B
���, �� � BLP �� ������� +�#
��
: 

LP2 = 
2

2
22

27
3

492
441450

2
9

49
225

��
�

�
��
�

�
�

�
�

�� kkkk , �.�. LP =
27

3k . J
� 

�
� CL = CP + PL, ��  24 2 = 
2

3k +
27

3k ,  16 = k
7
8 ,  k = 14. 

(����! � �
�!�� ��
	������ �������	��� ���##����	�
 k). 
 

 
(� '�����
 CL = CI + IL). 
+������� IT � AB, �� I – �	��	��. J
� �
� I � �L, �� CL = CI + 

+ IL. $������� �
���� ����
		�� �����	����. IT = kkk
�

�
2

57 . 

>����
 CI = k 2 .  2� � ILH ( IHL = 90�) �� ������� +�#
��
:  

IL =
7

2
2 kk � = 

7
25 k . J
� �
� CL = CI + IL, �� 24 2 = k 2 + 

+
7
25 k ,  24 = k

7
12 ,  k = 14. 

 

(� J�����
 ����	����). 
 

+����	�� ������� ����	���� � ������!	��� CLB (���.1), ���-
�
�, ���  k = 7t, �.�. BC = 21t, LB = 15t. 

%��	!��� � ��� �
�
 ��� �����	� ������!	��
 (CL = 8 2 ,   

BC = 7t, LB = 5t), �
����� 25t2 = 64 � 2 + 49t2 – 2 � 7t � 8 2 �
2

1 .  

2����: 24t2  – 14t � 8 + 64 � 2 = 0, 3t2  – 14t + 16 = 0, t = 2, t = 8/3 
(	� ��������). ?�����
���!	�, t = 2,  k = 14. 

 
(� J�����
 ��	����). 
 

>�����	�, ��� sin  B = sin  CBL = 4/5  (���. 1).  

+� ������� ��	���� �� ������!	��
 CBL 
LCB

LB
B

CL


�
 sinsin

. 
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2����:
7

215
4

5224 k
�

� ,
7

36 k
� , �.�. k = 14.  

(� '�����
 �����������  l = 
ba

ab

�

� 2cos2 �
). 

G��� a � b – �
���� �
		�� ������!	��
, 2
� = 45�, �� 24 2 = 

= 
)43(2

1432
kk

kk
��
��� ,  24 =

7
43 �k .  >����
  k = 14.   

 
(� '�����
 ��
��
�
 �����������  l2 = ab – a'b'). 
 

+���! k = 7t, a � b – �
���� �
		�� ������!	��
,  a' � b' – �� 
�������� 	
 �����	���. 2����: (24 2 )2 = (28 � 21 – 20 � 15)t2 ���  
242 � 2 = 144 � 2 � t2,  12t = 24,  t = 2,  k = 14. 

 

 
(� &���� ����
���). 
 

+� �������� ����
��� SABC = SACL  + SBCL, �������  ½ � 3k � 4k =  

= ½ � (3k � 24 2 �
2

1 + 4k � 24 2 �
2

1 ), 12k = 3 � 24 + 4 � 24,  k =14.  

 
(� $�����	�� �����). 

J
� �
� AL : LB = 4 : 3, �� CBCACL
7
4

7
3

�� . >����
 �
2

CL        

= 
2

49
9 CA CBCACB ���

49
12

49
16 2

 ��� 242 � 2 = 216
49
9 k� + 29

49
16 k� + 0,  

242 = 
49

144 2k , 24 = 
7

12k ,  k =14. 
 

 
(� E�����	
�	�� �����). 
 

+���! C (0, 0), L (1, 1), A (0, 4t), B (3t, 0), �.�. ���	
 ����������� 
������ ��
 �
�	
 2  (���. 4). 


) %�
�	�	�� ������ AB c��!:  y = – 4/3x + 4t. L � AB, �������  
1 = – 4/3 + 4t, 4t = 7/3,  t = 7/12. CL = 24 2 , �.�. �
�
		
� ���	
 
����������� � 24 �
�
 ���!��, ��� �� �����		�� ������� ������-
	
�. @	
���, k = 7/12 � 24,  k =14. 
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�) ,
9

16
2

2

�
BL
AL  ������� 

9
16

9611
16811

2

2

�
���
���

tt
tt

, 18 – 72t = 32 – 96t, 

24t = 14. >����
 k = 7/12 � 24,  k =14.  

  
(� J�����
 ?��
��
  (��. �
�
�� 37 � 84).  
J
� �
� AC2 � BL + BC2 � AL – CL2 � AB = AB � AL � BL, �� ����� 

�
��	���� 16k2 �
7

15k  + 9k2 �
7

20k  – 242 � 2 � 5k = 5k �
7

15k
�

7
20k .  

16k2 � 3 + 9k2 � 4 – 242 � 2 � 7 = 
7
2015 �

� k2,   k2 = 
3007)3648(

7224 22

���
�� =      

= 2
222

14
12

724
144

)724(
1507)1824(

)724(
��

�
�

�
�
� �

�
�

�
���

� ,  k =14. 

 
(� B����	����!	�� �������	�� LK YAC � �������). 
+������ LK YAC (���. 5), �
�����, ��� � ABC ~ � LKB c 

���##����	��� 7/3 � ��, ��� ���	
 ������
 LK, �
�	�� 24,  
����
����� ����!� �
��! �� ��������
 �LKB (4 �
���  �� 12). 

?�����
���!	�, PABC  = (24 2 : 2) � 3 � 7/3 = 24 � 7 = 168. 
 
(� B����	����!	�� �������	�� LK YAC, LN YBC � �������). 
+������ �����	����!	� LN YBC (���. 6), �
�����, ��� �����-

�!	��� ANL � LKB �����	� ������!	��� 3B�, LK = NL = 24, 

LK=
3
1 PLKB,  NL =

4
1 PANL   �  ��,  ��� PABC  = PANL  + PLKB. 

?�����
���!	�, PABC  =  24 � 3 + 24 � 4 = 24 � 7 = 168. 

72. 
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72. L
�	������		�� ������!	�� ABC ����
	 � �����	���!. 
B
	
 ��������!	
� ����
 X, ���	
����
�
� ��	!��� ��� BC, 
������� �����
�� ����
 B�. B��
�
�!, ��� AX = BX + CX.  

 

*
#
��
 
 

L
�������	�� ����	�� ���� ������	�� �
�
�� 	
�	�� � �	����-
�
�!	�� �����
 – ������	
�	��. 

(� E�����	
�	�� �����). 
  

$���X� ������� ������	
� � 	
-
�
��� � ��	��� O ��
���!	�� ���-
���!	��
 � ���	��	�� ��������, 
�
�	�� �
����� ����
		�� �����-
	���� (��. ���.).  

J��
 AB = 3 , O (0, 0), A (0, 1), 

B �
�
�

�
�
�
�

�
�

2
1 ,

2
3 , C �

�
�

�
�
�
�

�
��

2
1 ,

2
3 .  

E���� ���, �
�����, ��� ��� ��-
����� ����� X (x, y) �����	���� ��-
���	����� ����	���	�� x2 + y2  = 1 – 

��
�	�	�� �����	���� � ��	���� � 	
�
�� ������	
� � �
���-���, 
�
�	�� 1.  

$ ���
���
���� �
��	���� AX = BX + CX �������� � ������-
	
�
� � 	�����������		�� ��������� ��������, ��� �	� ����		�:  

2222
22

2
1

2
3

2
1

2
3)1()0( �

�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
�
�

�
���

�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
�
�

�
����� yxyxyx . 

%����
� � �
��	�� �����  x2 + y2 	
 1, ������ � �
��	����: 

3)2(3)2(22 xyxyy ������� .  
 

B
���, ������� ��� �� �
��� � ��
��
�, �������:  
2 – 2y = 2 + y – 3x  + 2 + y + 3x  + 2 22 344 xyy ���  ���  

– 2 – 4y = )1(344 22 yyy ���� ,  – 1 – 2y = 144 2 �� yy .  

>����
  – 1 – 2y = y21� ,  – 1 – 2y = – 1 – 2y  (y < –
2
1 ), �.�.�. 

A

1

O
B C

X•

x 

y 

•
2
1

3
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$����� ����	
��	��, ������� ��-
��� �����!���
�!�� � �
�!	�����: 
AB = a, AX = x, BX = y, CX = z,            
 CAX  =  �, N = BC � AX.  

>�������� ������	� ����:  
 CBX =  CAX = � (����
		��, 
����
������ 	
 ��� CX); 
	
����-
	�,  AXB =  ACB = 60º. 

$ ����������!	��� ABXC:  
 B = 60º + �,  X = 120º,              

 C  =  180º – (60º + �)  =  120º – �.  
 

(� J�����
 ��	����). 
 

+����	�� ������� ��	���� � ������!	��
�  AXC � BXC. 

)O120sin(Osin ��
�

AXCX , �X =
)O60sin(

Osin
��

AX  (��	��� ���� 120º – �  � 

60º + � �
�	�, �.�. � ����� �	� ����
����� �
����	���� ���). 

)O60sin()O60sin( ��
�

��
AXBX , BX = 

)O60sin(
)O60sin(

��
��AX .  

2����: CX + BX = AX 
)O60sin(

)O60sin(Osin
��

���  = AX  · 1 = AX. 

B���������!	�, sin � + sin (60º – �) = sin (60º + �), �
� �
�         
sin � = sin (60º + �) – sin (60º – �) = 2 cos 60� sin � – ����		�. 

 
(� ?�������� �� ������� ��	����). 
 

J�����!	��� AXC � BXC – ����
		�� � �����	���!. 
2����: AX = 2R sin (60º + �), BX = 2R sin (60º – �), CX = 2R sin �, 

�� R – �
���� �����	����. +����
���� ��� ���
��	�� � ���
��-
�
���� �
��	���� AX = CX + BX � ������
� ���
�
		�� ���� 
����	������������ ���������, ������� ���������.  

 
(� J�����
 ����	����). 
 

2� ������!	���� ABX � BXC �� ������� ����	����: 
a2 = y2 + x2 – 2xy cos 60º = y2 + x2 – xy;  
a2 = y2 + z2 – 2zy cos 120º = y2 + z2 + zy. 

$����
� �� ������ �
��	���
 ������, �������: 0 =  x2 – z2 – xy – zy 
���  y (x + z) = (x + z)(x – z). J
� �
�  x + z � 0, �� y = x – z, �.�.�. 

A

BC N 

x 

y    
z

a 

X•
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(� &���� ����
���). 
 

B��
���, ���  ANB =  ABX.  B���������!	�, �� � ANB:          
 ANB = 180º – 60º – (60º – �) = 60º + � =  ABX. 

>���	
���  ABX =  ANB = �.  
J��
 SABXC = ½ ax sin � �   
SABXC = SABX  + SAXC = ½ (ay sin � + az sin(180º – �)).  
>����
  x sin � = y sin � +  z sin �, �.�. x = y +  z, �.�.�. 
 
(� J�����
 +�������). 
 

J
� �
� ����������!	�� ABXC ����
	 � �����	���!, �� �� 
������� +�������:  AX · CB = AC · BX + AB · CX. 

$ ���	���� ����	
��	��� �����: AX · a = BX · a + CX · a ��� 
AX = BX + CX, �.�. a ^ 0. 

 
(� H������������� ������
���
	�� – �������). 
 

>������ 	
 XA ������� XD, �
�-
	�� XB. � BDX ����� �
�	������	-
	�� ( BXD =  BCA = 60º). 

 

���
��
� ������!	�� BCX 	
 ��� 
60º ����� ����� B ������ �
����� 
�������, ����� ����
 C ����
�
 � ���-
��� A. +�� ���� ����� X � D �
��� 
����
���, 
 �	
���, ����
��� ������� 
XC � DA, ��� ����	
�
�� �� �
��	����.  

2����: AX = XD + DA = XB + XC, 
��� � ������
���! ���
�
�!.  

 
+�����	�� 
	
��� � ��
�	�	�� �������� ����	�� �
�
� �����-

���� �
���������!	�.  
@
����� ���!, ��� ���� �	
�����!�� � ����	���� ������ 

�
�
�� � ��
�
		�� ��������
���!	����, �� �
�����, ��� ����� 
�����	�	�� ������� +������� 	��!�� 	
��� ����� �##�����	�� 
����	��. ��, �
� �����, ������������� ������
���
	�� – 	�-
����� – �
�� ����	�� � ����� ������������� ����	�� (��. �
��� 
�
�
�� 45, 50, 68, 104, 113, 118, 122).  

 
2����!��� ������	
�	�� �����, ������� ��� ����� ������, 

���
���� �
��	����  XA2 + XB2 + XC2 = 2AB2. 

A

B

D

C

X

•
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73. (/ 3546). $ ��������!	��� ABCD �����	 �����	������� 
B� 	
 ��
�	
�! A�. J���� M � N – ������	� �������� AK � CD 
�����������		�. B��
����, ��� ��� BMN – ������. 

 

.������
�!���� 
 

(� E�����	
�	�� �����).  
>���	
��� ����	�� �����	� AB � 

AD �����������		� ����� a � b, ������� 
������� ������	
� � ��	���� � �����	� 
A � ����� ������	
�, ������
���� ��
-
�
		�� �����	� (��. ���.). J��
 A (0, 0), 
B (0, a), C (b, a), N (b, a/2). 

%����� ���##����	� ������ AC 
(�
	�	� ��
 �AD) �
��	 a/b, ������� 
�� ��
�	�	�� y = ax/b. +���
� BK ���-

��	�������	
 AC � �������� ����� ����� B (0, a). %�
�	�	�� ���� 
������ ����� ���  y = – b/a � x + a (����! � � ��	�� ���
�
���!���
 
�����!������ ��� #
��, ��� ���������	�� ������ ���##����	��� 
��
��	� �����	�������	�� ������ �
�	� – 1). 

�
���� ������	
�� ����� K �
� ����� ��������	�� ������ AC 

� BK.  x
b
a = – x

a
b + a.  >����
  x = 22

2

ba
ba
�

,  y = 22

3

ba
a
�

. 

AM = MK, ������� 
������
 � ����	
�
 ����� M ������������ 
����� ������	
�� ����� A � K �� #�����
� ��� ������	
� ����-

��	� ������
 � �����������		� �
�	� 
)(2 22

2

ba
ba
�

, 
)(2 22

3

ba
a
�

.  

J����! 	
���� ���������	�� ������ ���##����	��� ������ 
BM � MN, �������� �
���� �� 	�� �� #������ (y2 – y1)/(x2 – x1).  

�
�

�

�
�

�
���

��

2)(2

)(2
)2)((2

)(2

22

3

22

2

3222

222

a
ba

a

b
ba

ba

aabba
baba

)()2(
)2(

222
3

22

abbaa
bbaba
����

���
= –1.  

?�����
���!	�, BM � MN � ��� BMN – ������, �.�.�. 
&��	� �
��� ��������! �
��	���� BN  = BM + MN 2  .  
 

����
����
. G��� � ������� �
�
�� #�������� �����	�������	�� ������ � 
������	� (��	���	��) ��������, �� �����	�	�� ������	
� � �������� ����� 
���! �##�����	�.   

K 

 2  2  



73. 

H�
�
 6    
_______________________________________________________________________________ 

 

179

 

K 

2

(� E�����	
�	�� ����� � �������).  
$ ������ ��
	�
��	�� ����	�� ��-

��� ������� ������	
� ���������
	 
���, ��� ������	
�� ���� ����� B � N 
�� ���� B, N, M, ������� 	��������� 
��� ����	��, ���� �����������!.  

L
�������� ����� ����� ������� 
������	
� � 	���
�
��
 	������ ��� 
������
��� ��������� ���
�.  

G��� K – 	
�
�� ������	
�, �� ���! ����� ��	#���
��� A, M, K, 
C � B ���	
����
� ����. �� ����� �
�	� �
���������, ������-
������ ����� ���	
�� ��������, ������� ���	� �����!���
�!. 
_��
�, ��� AK �� ����!�� ��� �
�!#
 (���!#
) BK, �� ����!�� 

��� BK �
�!#
 (���!#
) K�, �.�.
BK
CK

AK
BK

� . 

+���! BK = 2b  �  j – ���������!	�� ���##����	�.  
B ���� ������� AK = 2b � j,  KC = 2b : j.  
+������� NP � AC. J��
 U NPC   ~   U BKA � ���##����	��� ½, 

�.�. CN = ½ AB. @	
���, PN = b, PC = MK = ½ AK = jb. �
��	��, 

������
 ����� P, ���	
 ������
 KP, ���! KC – PC = 2b/j – jb.  

2�
�, � (0; 0), B (0; 2b), M (– jb; 0), N (2b/j – jb; – b). 

kMB · kNM  = �
���

�
�

�
�

bbb
b

b
b

(((( 2
0

0
02

2
2 (
(

�
� = – 1, BM � MN. 

 
(� $�����	�� �����). 
 

%�������, ��� ��
���	�� ���������	�� BM � MN  �
�	� 0. 
BM �MN = ( BK + KM ) ( CNMC � ) = ( BK + KM )( �MC  

+ BK
2
1 + KA

2
1 ) = 

2

2
1 BK + KM � �MC KMKA �

2
1 = 

=
2

2
1 BK + )( 

2
1 KCMKKA �  – MKKA �

2
1  = 

2

2
1 BK + KCKA � 

2
1 = 

= 
2

2
1 BK + ��� 180  cos 

2
1 KCKA = 

2
1 BK  +

2
1 KA � KC � ( – 1) =  

= 
2
1 BK2 –

2
1 BK 2 = 0, �.�. BK  = KA � KC.  

?�����
���!	�, BM � MN ,  BMN = 90�. 

 2

 2 
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(� $�����	�� ����� � �������). 
 

B����	����!	�� �������	�� ����� ��������! � ������	�� 
����	�� �
�
��. $�����!������ ���, ��� U NPC   ~   U BKA. 

 

BM �MN = ( BK + KM ) � ( PNMP � ) = MPBK �  + PNBK �  + 

+ MPKM �  + MPKM �  = 0 + BKBK
2
1
� + MPKA �

2
1  + 0 = 

= 
2

2
1 BK + KCKA �

2
1 = 

2
1 BK  –

2
1 BK  = 0, �.�. MP = KC . 

 
(� +����	�	�� ����	�������). 
 
 

%�������, ��� BN  = BM  + MN .  
+���!  ACB =  ABK = �, AB = 2a, 

CN = a. J��
 AK = 2a sin �, AM = MK = 
= a sin �,  BK = 2a cos �,  BC = 2a ctg �. 

U BMK: BM = a2 (sin2 � + 4cos2 �). 
U BN�: BN = a2 (1 + 4ctg2 �). 

�
���� ��
��
� �
���
 MN.  NP � AC, U NPC   ~   U BKA.  
MN  = MP  + NP = KC  + NP , �.�. MP = KC. 

KC = BK ctg � =
Osin

Ocos2 2a .  NP = a cos � �� U NPC ( CNP = �). 

+����
���� ������	� � ����������� �
��	���� � ����
�
� 	
 

a2,  �������: 1 + 4ctg2 � = sin2 � + 4cos2 � + cos2 � (
Osin
Ocos4

2

2

+ 1). 

4ctg2 � =  4cos2 � + cos2 � � 4 �tg2 �,   ctg2 � = cos2 � (1 + ctg2 �), 

ctg2 � = cos2 � 
Osin

1
2  – ����		�. 

+� �������, ���
�	�� ������� +�#
��
,  BMN = 90�. 
 
(� J���	������� � �������). 
 

CN = a, MK = a sin �. @
�����, ���
BC
BK = sin � = 

CN
MK , �.�. 

��������!	�� ������!	��� BCN   �  BKM �����	�.  

2� ������� �������:  MBK =  NBC,  
BC
BK =

BN
BM .  

K 2

 2  2

 2  2  2

 2 

 2 

 2  2  2  2  2
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L
���
����
� �����! ������� � ������	�� ��������� �
� ���-
��	� ������!	���� BKC � BMN � ������
�, ���  MBN =  KBC 
(�	� �����
���� �� ��
�
		�� ���� �
�	�� ����, �����		�� � 
���� KBN), �
����
��, ��� U BMN   ~   U BKC.  

@	
���,  BMN =  BKC  = 90�. 
 
(� +������ � ������
���!	
� �����	���!). 

 
U BDC  ~  U BAK. 2� ������� �������, 

��� BN � BM – ����
	�. K�� ������� 
����
� �����������		��� �����	�
�� ��
-
�
		�� �����	�� ������!	����. 

>����
, U BMK ~ U BNC,  BM� =    
=  BNC � ����� M, N, C, B ���
� 	
 
��	�� �����	����.  

G� ��
���� – ����
	
 BN, �.�.  BCN = 90�.  
J
��� ���
���,  BMN = 90� �� �
���
���!	��� �������� 

�����	����. 
 

(� +������ � ���������� ������
���
	��). 
U BMK ~ U BNC  �  U BMA ~ U BND (c�. ���������� ����	��). 

@	
���,  ABM =  DBN.  
+����	�� ������� ����� ����� B 	
 ��� ABM �� �
����� 

������� � �������� � ��� �� ��	���� � ���##����	��� 
BM
BA .  

$ �����!�
�� ���������� ��
�
		�� ������
���
	�� (��	-
��
�!	�-�����	�� �������
) ����
 M �������� � ����� A, ����
 N – 
� ����� D, ������� MN – � ������� AD, ��� BMN – � ������ ��� 
BAD. @	
���,  BMN = 90�. 
 
(� >��
�	�� ��� (��. 5.7)) 

 

G��� �����������!, ��� ��� BMN – ������, �� �
��	���� BN  = 
= BM + MN  – ����		�. 

J��
 B� + �N  = BK  + KM + MP + PN  ��� 
B� + �N  = KM + PN + (BK  + �K ), �.�. MP = KC. 
2����: �N  = PC + PN  (KM = PC), ��� ����		�, �.�. ������!-

	�� PNC – ��������!	��. 
 

K 

 2  2

 2

 2 2  2  2 2 2 

 2  2  2  2  2 2

 2 2  2
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6.4.  �
� ��C���� �	��%& �	
	� 
 
�� ��	�� �
�	�, ��� ���	�� 	
�����! �
����	�� ������� 

����	�� ��	�� �
�
��, ���	�� ���������! ���	���! �
�
�, ��� 
��������� �� ������
�������
�! � �
���	
�!	� ���
�!.  

"… <��� ����� ��
��
 ����� �
#��! �
�
, �
� ��
� ��#! 
���� �� ���, 
��� ��� ���!#�
 ����� ����� ����#� ����������, � 
���� ������ ���� 	� �
�
 �����������". (B. +��
. "&
���
���
 � 
��
��������	�� �
������	��"). 

L
�������� ��
 	
���
 ��
�������
		�� �
�
�, ������� ��-
��� ���� ����	��. %�������, ��� � ����	�� �
���� �
�
�� 	
-
���
 ����� �##�����	� �����!���
�!�� ��������	�� �� �
���	�� 
�
�
��-�������. 

 
I. '������������ !���������$ " ����� 15º. 
 

?#���������� � ���
��� �
���	�� �
�
��-������� 	
���
:  
��� !��� �!�%� ���� �������������� !���������$� ������-

"� 15�, ���%����� � ��"!�!����, �!�%� ��"�!�, ����������� $ 
��� ����!�����, %��� � ��!��� ���� ����#� ����!�����.   

 

.������
�!���� 
 
B���
���	���!. +���! � 

������!	��� ABC  C =     
= 90�, CH � AB, AB = 4CH. 
+������� ����
	� CM. 
J��
 CM = ½ AB ��� CM = 

= ½ · 4CH = 2CH. >����
  CMH = 30�. K�� �	��	�� ��� �
�	�-
�����		�� ������!	��
 MAC, �������  A =  C = 30� : 2 = 15�.  

������������!. m��� ����������� � �����!� ���
�	�� ���
. 
 
7���"!��� 1. .�� ��� ����� ��� 	�������!��� ��
���!-

���� �������� 15�, �
�������� � ����������, ����� ������� 
� 
�	��
���� ��� ���
� ��
��
�
����� 	�����
�
��0 ���
���, �.
. 
AB2 = 4AC · BC   ((AC + BC)2 = 6AC · BC, (AC + BC)2 : AB2  = 3 : 2 ). 

B���������!	�, AB = 4CH = 4
AB

BCAC � . >����
 AB2 = 4AC · BC.  

@
�����, ��� #������, ������
����� � ���������, ������
�� 
���! �����	� ��������!	�� ������!	��
, ������� ����	���-

74.

75. 
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	�� ����� �����	���� � �������, �������		�� � 	��, ���	� 
���������!, 	� 	
���� ������	��. K�� #������ �����	���, �
� 
��
����, � �
�
�
�, � ������� ��������� ��������! ���. 

 
7���"!��� 2. @��� ��� 	�������!��� ��
���!���� ���
� 

15�, ��  
� 	��%��! ����� p �2 ��� 2 hc
2 (hc – ������, 	���
�
���� 

� �	��
���
 c). 
>�
	������ ��	�� �������� �����!���
	�� ���� ������	�� 

��������� (��. �
��� ���. 58).  
 

$ ��������!	�� ������!	��� ABC c ������ ���� � ����
	
 BM �
�	
 6, 
 MBC = 15º. �
��� ����
�! ������!	��
 ABC.  

 

J.�. BM – ����
	
, �� SABC = 2SMBC. +�������!	�� ������!-
	�� MBC �������� ��� 15° � �� �����	��
 �
�	
 6.  

?�����
���!	�, SABC  = 2 · p   · 62  = 36/4 = 9. 
 
74. �
��� ������ ��� ����
, ���� ������	�, ��� �����	
 

����
 ������ ����	�� ������������� �� ��
�	
���. 
 

*
#
��
 
 

+���! AC, BD – ��
�	
�� ����
 ABCD, AC � BD. +� ������� 
AB2 = AC · BD = 2AO · 2BO = 4AO · BO, �� O = AC � BD.  

+� ��������� 1  ABO = 15�. J
� �
� BD – ����������
 ��
 B, 
��  B = 30�.   8��
�: 30�. 

 
75. (/ 403). >����	���!, �������		
� 	
 ��	��
	�� AD ��
-

����� ABCD �
� 	
 ��
�����, �������� ����� ������	� ������� 
�����	 AB � CD ��
����� � �
�
���� ��	��
	�� BC. �
����� ��� 
��
�����. 

*
#
��
 
 

>�����	�, ��� ABCD – �
�	�-
�����		
� ��
�����. G� �����
 CH 
�
�	
 �
����� �
		�� �����	�-
���, CH = ½ AD. 

+������� AM, MN � AD. MN – 
����	�� ��	�� ������!	��
 CDH, 
�.�. MN = ½ CH = ¼ AD. 

>����
  MAD = 15�.  
H
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2����:  D  =  A  = 75�,  B  =  C  = 180� – 75� = 105�.   
8��
�: 75�, 75�, 105�, 105�. 
 
76. (/ 10.196). B
	 ������!	�� ABC, � ������� 2h� = AB � 

������	
 ��
 A �
�	
 75�. �
��� ������	� ��
 C. 
 

*
#
��
 
 

+������� BM � AC, MN � AB.   
J��
 � ��������!	�� ������!-

	��� ABM � ������� ��
�� 15�, 75� 
MN = ¼ AB. J.�. AB = 2h�  �� �������, 
�� MN = ¼ · 2hc = ½ hc = ½ CH. MN YCH, 
������� MN – c���	�� ��	�� ������!-

	��
 ACH. $ ������!	��� ABC �����
 BM ������ ����
	��. 
@	
���, �	 �
�	������		�� �  C =  A = 75�.  8��
�: 75�. 
 
77.  �
 �����	� AB ������!	��
 ABC ����
 ����
 M �
�
�, ��� 
AM : MB = 1 : 2. 2�����	�, ���  A = 45�,  B = 75�. B��
�
�!, ��� 
 ACM = 15�.               

.������
�!���� 
 

+���! BH � AC, MN � AC. J��
 
AN : NH = 1 : 2,  ABH = 45�,         
 CBH = 30�. >���	
��� AN = x, 
	
����� NH = 2x, NM = x, BH = 3x, 
HC = x 3 , NC = 2x + 3 x. $ ���-
���!	��� MNC �
���� ���
��	� 
����� x, ������� �������� �� ���-
������	�� � ��
��
� �����	���. 

MN · NC = x2 (2 + 3 ), MC2 = x2  + x2 (2 + 3 )2 = x2 (8 + 4 3 ). 
>����
 MC2 = 4MN · NC � ��	!��� ������ ��� NCM, ���
��� 
������ ��	!��� �
���
, �
��	 15�.  

2�
�,  ACM = 15�, �.�.�. 
 
78. $ ��
��
� ����
	 ����� ��
��
�. >��������! ��	!��� 

��� ����� �����	
�� ��
��
���, ���� ��	���	�� ����
��� ��
�-
�
��� �
�	� 1,5.

2x

79.

80.
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*
#
��
 
 

2� ������� �������, ��� DB2 : AC2 = 3 : 2, 
�� DB � AC – �����	� �
�
		�� ��
��
���. 
DB2 = (AD + AB)2 = (BC + AB)2, �.�. AD =    
= BC. 2����: (BC + AB)2 : AC2 = 3 : 2.  

@	
���, �� ��������� 1 ������ ��� A 
��������!	�� ������!	��
 ABC, ��	!-
��� ��� ����� �����	
�� ��
��
���, 
�
��	 15�.   

8��
�: 15�. 
 

79. (/ 1655). $ ��������!	�� ������!	��� ABC �������-
���
 AP ������ ��
 A ������� ��	���� ����
		�� �����	���� � 
��	���	�� AO : OP = )13(:)13( �� . �
����� ������ ���. 

 

*
#
��
 
 

O – ����
 ��������	�� ���������� �����-
�!	��
 ABC. +� �������� ����������� BO 
��
 B ������!	��
 ABP AB : BP = AO : OP. 
+���! AB = ( 3 +1)x, BP = ( 3 – 1)x, x > 0. 
J��
 AP2 = ( 3 +1)2x2 + ( 3 – 1)2x2 = 8x2,     
AB  · BP = 2x2, �.�. AP2 = 4AB · BP.  

+� ��������� 1  BAP = 15�.  
C�����
���!	�,  A = 30�,  C = 60�.   
8��
�: 30�, 60�. 
 

80. $ ������!	��� ABC ��� B – �����. ?�����		�� �����	-
������� � �����	� AB �������
�� c����	� A� � ����� M, 
 
c�����		�� �����	������� � �����	� AC �������
�� ������ AB � 
����� N (����
 B ����� ����� N � A). >������ MN � BC �
�	� � 
��
��	� �����	�������	�. �
����� ��� ������!	��
 ABC. 

 

*
#
��
 

+���! K � L – ������	� AB � AC, D = BC u MN, H = LK � MN, 
 �DM = 90º. +�������!	�� ������!	��� �DM � NLM �����	� 
(������ ��� LMN – �����). >����
  MNL =  �. 

R���������!	�� KMLN – ����
		�� (NLM +  NKM = 180�).
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B�
���� ����
		�� �����	���� MN, 
�����	�������	�� ����� LK, ����� �� 
�����
�.  

@	
���, LH = ½ LK = ¼ BC = ¼ MN, 
�.�. LK – ����	�� ��	�� ������!	��
 
ABC � BC = MN �� �������.  

LH – �����
 ��������!	�� ���-
���!	��
 NLM, �������		
� � �����-
	���, ������� �� �
���	�� �
�
��-���-
����  MNL  = 15�. 

2����:  � = 15�;  LMN = 75�,  LMK = 150�;  AMK =            
= 180� – 150� = 30�,  A = 60�;  B = 105�. 

8��
�: 15�, 60�, 105�. 
 
81. (/ 3621). >����	���!, �������		
� 	
 ������ AD �����-

���!	�� ������!	��
 ABC �
� 	
 ��
�����, �������
�� �
��� AB 
� ����� K, 
 �
��� AC – � ����� M. >������ KM �������
�� ������ 
AD � ����� L. 2�����	�, ��� ������� AK, AL � AM ����
����� 
������������� ��������� (�.�. AK : AL = AL : AM). �
����� 
������ ��� ������!	��
 ABC. 

 

*
#
��
 
 

+������� DK. J.�. AD – ��
���� �����	����, 
�� ������!	�� ADK – ��������!	��. E���� 
���, MK = AD (�
� ��
�����), DK Y AM.  

@	
���, AMDK – ��������!	�� � ������!-
	��� ADK � AKM �
�	�. 

 AKM =  DAK  =  KDB =  C.  
>����
 � ACB ~ � AKM.  
?�������������� ��� �����	�� ������!-

	���� �
�	�, ������� �������� ��� ������!-
	��
 AKM, �����	� � ����
	
 ������� ����
	� 
�
�	�� �������� �
�
��.  

2����: AL2 = AK · AM ��� ¼ MK2 = AK · AM, 
�.�. AL = ½ MK. +� ��������� 1  AKM = 15º. 

?�����
���!	�,  C = 15º,  B = 75�.   
8��
�: 15�, 75�. 
 

K

L

H D

82. 
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II. /����"!� $�����!�� ��$����� � � ����$2��. 
 

$����� 	
���, �
� �
���	��, �����!���� �
�
��-�������: ���-
��"!� $�����!�� ��� ��$�����, ���������� �� ����� !��$� 
$ ������ (��� �� ��� !���$, ������������ �� ������), ����� 
�����"!� $�����!�� � ����$2��.   

 

(/ 2162). $�������! ����
�! ��
�����, �
�
����!	�� �����	� ������� 
�
�	� 16  �  44, 
 	��
�
����!	��  – 17  �  25 (��. �
�
�� 6.3).  

 

*
#
��
 
 

+���! ������� ���!��� ��	��
	�� ��
-
����� �
�	�  x,  16,  28 – x.  

+����	�� ��������	�� �
���	�� �
-
�
��, �������: 252 – 172 = (28 – x)2 – x2,   
8 · 42 = 28 · 28 – 2 · 28 x,  2 · 6 = 28 – 2x,    

6 = 14 – x,  x = 8. @	
���, h = 15 (��#
����
 �����
 8, 15, 17, h – 
�����
 ��
�����). +���
�! ��
����� �
�	
 ���������	�� ����� 
������	 �� ��	��
	�� 	
 ������, �.�. (8 + 22) · 15 = 30 · 15 = 450.   

 

B�� ������!	��
: �������! ��������� ���� ������ ��
���!-
���� ����� �������� ��������� �� 	��
�'�$ �� ��
�!0 �������.   

K�� ������	��, �����
���� �� ������� +�#
��
, ��������-
	�� 	
����� � ��
	������� �
���	
�!	�� �����	�	�� �� �	��� 
��	#���
����, ������
��� �����	���!, ����
	� (����
	�) ���-
���!	��
, ���������	�� �����, ������� ���	� ����
���
�! � 
�����!���
�! �
� ������
���!	�� (��. ���.49). ������� �	� 	� 
���!�� �����
�� �������	��, 	� � �
�����
�� �������
 ��
��-
	�� �
�������	�� #���. 

 

7���"!��� 1. *������! ��������� ���� ������ ��
���!���� 
����� ����
����� 	�����
�
��0 ��
�!
$ ������� � 	��
�'�� �� 
��� ������� �����
�����0%
$ �
����� (���
�
�. ��. � �
�
�� 78). 

 

7���"!��� 2. @��� 	����
 AB � MN 	
�	
����������, ��     
MA2 – MB2 = NA2 – NB2 (���	� ���
�
�!, ��� ���	� � ���
�	�� 
��������	��, �.�. 	���
�
���
 ������#
��
 ������
� ������
 
	
�	
������������� 	�����  AB � MN). 

 82. (/ 3254). $ ��
����� KLMN ������	� ������� �����	� 
KL = 27, MN = 28 � ����	�� ��	��
	�� LM = 5.  

@	
�, ��� cos  LMN  = –2/7, 	
����� ��
�	
�! KM. 

h 

x 28-x  

16 

16 

1725 
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*
#
��
 
 

+���! LP � NK � 
MH � NK. @
�����, 
��� ����
 P ����� ���-
	
����
�! ���� ��-
	��
	�� KN, ���� �� 
��������	��. 

C���
 ���� LMN 
� MNH �
�	
 180�, 
������� cos  MNH = 
= – cos  LMN = 2/7 = 
= 8/28 = NH : NM.  

>����
 NH = 8. 
$ ������ ����
�: MN  – LK  = NH  – KP . 282 – 272 = 82 – x2, �� 

x – �������� ������
 KL 	
 ������ NK. 1 · 55 = 64 – x2,  x2 = 9, x = 3 
(x > 0). KH = KP + PH = 5 + 3 = 8 = NH.  

$ ������!	��� KMN ������� MH �������� ������� � ����
-
	��. @	
���, �	 �
�	������		�� � MK = MN = 28.  

 

$� ������ ����
�: LK  – MK  = PK  – KH .  PK = 3, KH = 2.  
272 – MK = 32 – 22,  MK  = 729 – 5 = 724, MK = 724 = 2 181 .  
8��
�: 28 ��� 2 181 . 
 

83. (/ 12.402). $ ������!	��� �
	� ��� �����	� a � b (a > b) 
� ����
�! S. �
��� ��� ����� ������� � ����
	��, �������	-
	��� � ����!�� �����	�  [28, c. 308].  

 

*
#
��
 
 

+���! � U ABC �5 – �����
, �M – ��-
��
	
, CB = a, �A = b,  HCM = � – ����-
��� ���.  

BC  – AC = BH  – AH 2 ��� a2 – b2 =         
= (BH + AH) · (BH – AH) = AB (BM+ MH – 
– AH) = AB (AM – AH + MH) = AB · 2MH =  

= 
CH

S2 · 2MH  = 4S tg�,  tg � =
S
ba

4

22 � . 

8��
�: arctg
S
ba

4

22 � . 

5 5 

27  27  28 28 

8    8   x K K 

L L M M 

N N P P H H

 

 2  2  2  2

 2  2  2  2

 2 2  

 2  2  2  84.
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L
�������� ������� �����
, �����������
���� ����	��.  
$���� ����	
��	�� AM = MB = x, AB = 2x, HM = y, 	
�	�� 

����� �
���������� ����� �
		��� ������	
�� (a, b, S), �����-
�����	��� ������	
�� (x, y) � ������� ������	�� (���� �).  

E
� 	
��� ��� �? &��	� �����!���
�! ����	������������ 
#�	����, ������� ����	����, ��	����, ����� ���������� ����-
	���	��. $������ tg �. �
 ��	���	�� �������� ��
���
�� ��, ��� 
������� HM – ����������	
� ������	
 y, 
 �
���-�����
 CH 
���������� � #������ ��� �������	�� ����
��.  

tg � = .
2

2
S
xy

S
xy

CH
y

CH
MH

�
�

��  $����, ��� ��������!, ���
-

��		�� ����� ����������	�� ������	�, 	��������� ���
���! 
����� �
		�� ������	�. $�������! �
���� �	������! �����!	� 
��� ���������	�� xy? $�����!������ 
	
������. J
�, ��������� 
xy = ¼ ((x + y)2 – (x – y)2) ������
���! ��� ������	�� ���
��	��, 
��� ������ #������ ��������	�� ���������	�� ���� #�	����, � 
�
�
�
� � �
�	������		�� ��
������, ��	��
	�� ������� x � y, � 
�.�.; �������� ��
	�����	���� – ��� ���
�
���!���� 	��
��	���, 
��
�	�	�� �����, ����	�� �
�
� � 	
���		���, �������		��� �� 
��	�� �����, � ������ ����
��� � �.�.  

2� ������!	���� CHA � CHB: a2 – b2 = (x + y)2 – (x – y)2. 

>����
  4xy = a2 – b2.  2����: tg � =
S
ba

S
xy

44
4 22 �

� .  

L���	�� 	
���	�. C	
������� ������		�� ���
��	��, �
��-
�
��, ��� �
�	���! ��
��
��� a2 – b2  ���	� ���
���! ����� ������� 
������ AB:  a2 – b2 = (BH + AH) (BH – AH).  

>��
���� ������! �
��	� ������
 BM �
�	�� ��� �������� AM. 
 

����
����
. +������ �����
 ����	�� ����! ���
�
	 � ����	�� 
���!�. +����	�� ��������� (��. �
�
�� 79, 80), ����
���� ��.

84. O – ����
 ��������	�� ��
�	
��� �
�
������
��
 ABCD. 
�
��� ����
�! �
�
������
��
, ���� AB = a, AD = b (a < b),          
 AOB = �  (0� < � < 90�).  

 

*
#
��
 
 

+���! OD = OB = x, OH = y, �� AH � BD. 
SABCD  = 2 SABD  = AH · BD = y tg � · 2x = 2xy tg �.  
+� ��������� �� �
���	�� �
�
�� AD2 – AB2 = 2BD � OH.  
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2����:  b2 – a2 = 2 � 2xy = 4xy.  
>����
 2xy = ½ (b2 – a2),   
SABCD  =  ½ (b2 – a2) tg �.   
8��
�:  ½ (b2 – a2) tg �. 
 

����
����
. $ �
�
�
�, �����-
�
��� �
�
�����, �������

��-

��, ��� �����������
� ��	#���
��� ����������. 2�������
	�� 
������		�� �����
 	� �������� ����
���!	��, ���� ��� 	� ��
�
	� 
� ������� (	������ ��� �
�
�
 ����� ����	
�: ��
�	���, 	
������, 
� ����	������������� ��������
��).   

$ 	
��� �
�
�� ����
�! �
�
������
��
 	� ����������� 
����
�� ��������!	��
 � �
���� �� ���	
�� �����	, �������     

½ (b2 – a2) tg � � ab.  >����
 0 � � � arctg
22

2

ab

ab

�
 (a < b). 

85. $ ��
����� A(�D ������� �����	� A( � �D �
�	� 
�����������		� 1 � 2, 
 ��
�	
�� (D � A� – ½ 34  � ½ 10 . 
$�������! ����
�! ��
����� (��. �
�
�� 28). 

 

*
#
��
 
 

2� �����	� C ��������: 
�N Y AB, �K Y BD, �H � AD, 
����
	� CM � ���
���
�-
����� ������!	��� NCD. 
J��
 �N = 1.  

$����� ����	
��	�� BC = AN = DK = a, NM = MD = b, HM = x � 
��
��� ������!������ ���������� �� �
���	�� �
�
��:  

CK2 – AC2 = 2AK � HM, CD2 – CN2 = 2DN � HM.  
>����
 (CK2 – AC2) : (CD2 – CN2) = AK : DN  = AM : NM.  
2����: (8,5 – 2,5) : (4 – 1) = (a + b) / b,  (a + b) / b = 2, �.�. a = b. 
J����! 	
���� a, ���
�
�, 	
������, ��
��
� ����� ����
	� 

�M �� U ACK  �  U NCD: 
4

16
2
5,8

2
5,2 2a

�� = 
4

4
2

2
2

1 222 a
�� .  

>����
 a = 1, ABCN – ����.  
+���
�! S ��
����� �
�	
 ����� ����
��� ������� �
�	�-

������� ������!	����: ABC, ACN, NCM, MCD, ������� �
�	�� 
��	��
	�� � ������. ?�����
���!	�, ������� ����
�! ���	� ��-

O

K

1 

a a 

a 

b x   

5,85,2 2

86.

87.
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������! �
� �����		�� ����
�! ����
 ABCN ��� ��������!	�� 
������!	��
 ACM (BN � A�, M� � A�). 

S = 2SAB�N = AC · BN = 5,0125,2 ��� = 75,3 .  
8��
�: 75,3 . 

86. $ �
�	������		�� ������!	��� ABC ������� �����	�     
AB � BC �
�	� a. �
 ��	��
	�� AC ����� ����� K � M �
�, ���       

 KBM = 90�. �
��� MB, ����
AM

1 = 
MCMK

11
� . 

 

*
#
��
 
 

+������� ������ � ����
	� 
BH � �
�
		�� ������!	���.  

CB2 – MB2 = CH2 – MH2, a2 –   
– MB2 = (CH – MH) (CH + MH) =   
= (AH – MH) CM = AM · CM. 

+� �������
AM

1 –
MC

1 =
MK

1 ,
MCAM
AMMC

�
� =

MK
1 . +�����
���� 

�
�	���!. MC – AM = MH + CH – AM = MH + AH – AM = 2MH. 
2����: 2MH · MK = AM · MC ��� 2MB2 = a2 – MB2 (MB2 = MH · MK). 

2�
�, 3MB2 = a2, MB = a / 3 .  8��
�: a / 3 . 
 
87. 2� ����� A � �����	���� �������	� ��� �
�
���!	�� AM, 

AN � �����
�, �����
� �������
�� �����	���! � ����
� B � C, 
 
����� MN – � ����� P. �
��� AP : PC, ���� AB : BC = 2 : 3.  

 

*
#
��
 
 

+���! AB = 2x, BC = 3x, BP = y. J��
 AP = 2x + y, PC = 3x – y �        
AP : PC  = (2x + y) : (3x – y).  

J�������� ���
���! x ����� y ��� 	
������. $ ���� ������� ����-
	���! �
�
��. J���� A, B, P, C ���
� 	
 ��	�� ������, ������� 
��	�, ��� ������� ����� MN ����	� #�������
�! � ����	��. @���! 
���	��
�� ����! ������!���
�!�� ��������� �������
������ ���� 
��� �
��	� ���������	�� BP · PC 	
 NP · PM � �
���	�� �
�
���, 
����� ������� NP � PM �
���
����
�! �
� ��������	�� �������� 
	
���		�� AM, AP (AK – �����
 � ����
	
 �
�	������		�� ���-
���!	��
 AMN). 

K
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@
�����, ��� 	
���		
� AP ���
-
��	
 ����� x � y, 
 	
���		
� AM 
���� ���
�
���� ����� x �
� �
�
-
���!	
� � �����	����:  
AM2 = AB � AC = 2x (2x + 3x ) = 10 x2. 

E�	#���
��� ��� �	
���
.  
C	
����	� �
�����: AM2 – AP2 = 

= KM2 – KP2 = (KM – KP)(KM + KP) = 
= PM (NK + KP) = PM � PN = PB � PC.  

$ ���	���� ����	
��	���:  
10x2  – (2x+ y)2 = y(3x – y) ���  
10x2  – 4x2 – 4xy – y2  = 3xy – y2,    
6x2  = 7xy,  3x  = 7y/2 (x � 0).  
2����:  

AP : PC = (7y/3 + y) : (7y/2 – y) = 10/3 : 5/2 = 4 : 3.   
8��
�: 4 : 3. 
 
88. (/ 1774. ?
��
�� ��0����). J���
 D �
�������	
 	
 

�����	� AB ������!	��
 ABC (�D – ����
	
). B��
����, ���       
AC2 � DB  + BC2 � AD  – CD2 � AB  = AB � AD � BD (c�. �
�
�� 37). 

 

.������
�!���� 
 

+������� CH � AB � ������ ����-
	
��	�� a, b, c ��� ���	 �����	 ���-
���!	��
, d – ����
	�, m � n – �����-
��� BD � AD. J�������� ���
�
�!, ���                

          a2n + b2m – d2c = mnc. 
G��� DH = x, �� �������� 	
���	-

	�� a, b, d �����������		� �
�	�        
m + x,  n – x,  x. 2����:  

a2 – d2 = (m + x)2 – x2 = m2 + 2mx;   b2 – d2 = (n – x)2 – x2 = n2  – 2nx. 
%�	���� ������ �
��	���� 	
 n, 
 ������ – 	
 m. 

a2n – d2n = nm2 + 2mnx,    b2m – d2m = mn2 – 2mnx. 
J����! �����		� ������ 	���� �
��	���
: 
a2n  + b2m – d2 (m + n)  =  mn (m + n), ��� ���	�, �.�. m + n = c. 
 
89. B��
����, ��� ������ ������!	��
 ��� �� ��������	�� 

�������
���� � ��	�� �����. 

K

n-x

90. 



88. 

 
89. 

H�
�
 6    
_______________________________________________________________________________ 

 

193

 

.������
�!���� 
 

+���! H = AA1u BB1, �� AA1 � B�, 
BB1 � A�. J���
 H ����������, �.�. � 
������	�� ����
� ���� �� �
�
����!	� 
�����	� AC � BC, ��� 	�������	�. G��� 
����� C � H ����
�
��, ��  C = 90° � 
��������	�� ���
�
	�. G��� ��� ����� 
�
����	�, �� ���
���, ��� �H � AB, 
�����	�� ��������� 2. J
� �
� AH � BC, 
�� AB2 – AC  = HB  – HC , 
 �
� �
�        
BH � AC, �� BA2 – BC  = HA2 – HC2. 

$����
� �����		� �
��	���
, ������� BC2 – AC  = HB  – HA2, 
��� �� ������� ��������� ��	
�
�� �����	�������	���! ������ 
�H �  AB, �.�.�. 

 

90. (/17.076). $ �
�	������		�� ������!	��� ABC (AB = BC) 
�������	
 �����
 BD. < – �������� ����� D 	
 �����	� AB, ����
 
K – ������	
 ������
 DM, N – ����
 ��������	�� ������ BK � MD. 
B��
�
�!, ��� ���  BN�  �
��	 90�. 

 

.������
�!���� 
 

$�����!������ ������ ���������� �� �
���	�� �
�
��. 
%������� � ����		���� �
��	���
 BC  – BM  = KC  – KM . 

AB = BC, CK – ����
	
 U CMD, �������  

AB2 – BM  = 
2

2MC +
2

2CD  – 
4

2MD – KM ,  

2(AB – BM)(AB + BM) = MC  + CD2 – MD2, 
�.�. KM2 = ¼ MD . 

$��
��� MC �� U CMA �� ������� 
����	����: 2AM (AB + BM) = AM  + AC  –     

– 2 AM � AC
AD
AM + AD2 – MD2. 

2����:  2AM (AM + 2BM) = AM  + 4AD2 – 
2AM � 2 + AM   ���  2AM  + 4AM � BM = 4AD2 – 2AM   ���  
4AM 2 + 4MD2 = 4AD2, �.�. AM � BM = MD2.  

L
��	���� AM 2 + MD2 = AD2  ���	� � ���� ������� +�#
��
.  
2�
�, BK � MC �  BN� = 90�, �.�.�.  
(?�. �
�
�� 120). 

A

1B

1

K 

 2

 2  2

 2

 2 2

 2  2  2  2

 2

 2 

 2  2

 2

 2  2  2  2

 

 2  2

 2
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�	
	�� 
�D !	�!�D���$�# ��C���D ' �	�
��* 6.4: 
 
*. �
����� ����� ����	�� �
�
� 69–85, 	� �����!������ 

�
���	�� �
�
��-������� 	
�����.  
?�
�	��� ����	�� � ���	��� �##�����	���! ��������.  
 
I.1. �
��� ������ ��� ��������!	�� ������!	��
, � ����-

��� ���������	�� ����� � 4 �
�
 ��	!�� ���������	�� �����	.
I.2. (/ 274). ?����	
 ����
 �
�	
 8, ������ ��� �
��	 30�. 

�
����� �
���� ����
		�� ���
. 
I.3. (/ 219). J���
 M ����
	
 �	���� ��
��
�
 ABCD �
�, ��� 

��� MBC � MCB ����� ������	� 15º. B��
�
�!, ��� ������!	�� 
AMD – �
�	������		��. 

I.4. >�	��
	�� ��
����� �
�	� 10 c� � 42 ��, ��� ��� ��	!-
��� ��	��
	� �
�	� 105� � 165�. �
��� ����
�! ��
�����. 

I.5. $ ��������!	�� ������!	��� ABC ( C = 90º) ����
	
 
BM �
�	
 2,  BM� = 75º. �
��� ����
�! ������!	��
 ABC.

I.6. (/ 3200). $ ��������!	�� ������!	��� ABC ����������
 
BE ������ ��
 B ������� ��	���� O ����
		�� �����	���� � 
��	���	�� BO  : OE = 2:3 . �
����� ������ ��� ������!	��
. 

 
II.1. (/ 862). B��
����, ��� � ��������!	�� ��
����� �
�-

	���! ��
��
��� ��
�	
��� �
�	
 �
�	���� ��
��
��� ��	��
	��. 
II.2. (/ 1307). *����
� �����	
, ��	!��� ��	��
	�� � ��
�-

	
�! �
�	����	�� ��
����� �
�	� �����������		� 10, 6 � 14. 
�
����� ���!��� ��	��
	��.  

II.3. (/ 1022). $����
 ��������!	�� ������!	��
, �����-
��		
� �� �����	� ������ ��
, �
�	
 � � ���
���� ��� � � 
����
	��, �������		�� �� ��� �� �����	�. �
����� �� �
����. 

II.4. ?����	� �
�
������
��
 �
�	� a � b (a < b, 2a � b). 2� 
������	� ���!��� �����	� �
�
������
��
 �
�
����!	�� ���-
��	� ���	� ��� ���� �. �
��� ����
�! �
�
������
��
. 

II.5. 2� ����� A � �����	���� �������	� �
�
���!	�� AN, AM 
� �����
� AC, �������
��
� �����	���! � ����
� B � C, 
 ����� 
MN – � ����� P. B��
����, ��� AC : AB = PC : PB (��	���	�� 
������� � �� �	��	�� �
��� �
�	� ��	���	�� �������� �����). 

II.6. >�	��
	�� �
�
����������
 – ����, ��
�	
�� ������� 
�
�	� 8 � 16. J�� ��
�	
�� �
�
����������
 �
�	� ����� �����, 

 ������� ����� �
�	� 10. �
��� ��W�� �
�
����������
. 



             � � � � �  7  
 

             ���������� ����!"#��$ �%&%'-(�!��� 
 
 
7.1.  ���
��� �	������) �����-���
 
 
$ ����	��� ����� ����	��, � ��	��	�� ��	����	�� � ����-

��
�	��, �
�
� 	
������� �
����
 �����	����� 	�����!�� �
�
�-
������, 
 �
��� �
����	�� ������ � �����	����!	�� �������	��. 
�
 ������	�� ���
���� ������ �	��
	��, 
	
������� �� ������-
���
�	���! � �##�����	���!. +���� �����	��� ����	�� � ����� 
���� ����
���!	� 	
������ ����	�� �
�
� �
���������!	�. 

 

������� � �������� ����	�� ����
���	� ������! ������� ���-
��	
��� 	�����!��� �
�
�-������. 

 

B�
�	
�� ����
		�� ����������!	��
 ABCD �������
���� � ����� E. R1, 
R2, R3, R4 – �
����� ����
		�� �����	����� ������!	���� ABE, BCE, CDE, DAE 
c����������		�. B��
�
�!, ��� R1 + R3  = R2 + R4. 

 

.������
�!���� 
 

+���! ��� ��������	�� ������ AC � BD ���
������ 
��� O � v – O. J.�. sin O = sin (v – O), �� ��	��� ���� ���� 
��� �����	� E �
�	�. B�� ����
		�� ������!	���� ABE, 
BCE, CDE, DAE ���	� �
��	���
 AB = 2R1 sinO, BC = 2R2 sinO,          
CD = 2R3 sinO,  DA = 2R4 sinO. 

R���������!	�� ABCD – ����
		�� �� ������� �
�
��, 
������� ���	� �
��	���� AB + CD = BC + DA.  

2����: 2R1 sin O + 2R3 sin O = 2R2 sin O + 2R4 sin O  ���  R1 + R3  = R2 + R4, �.�.�.  
$ ����	�� ������	� �����	�	�� �����	
��� �
�
�-������ 15 � 16.   
 
B�
�	
�� ��
����� ��
��	� �����	�������	�. B��
�
�!, ��� ����	�� ��	�� 

��
����� �
�	
 �������, �����	������ ������	� �� ��	��
	��. 
 

.������
�!���� 
 

+���! � ��
����� ABCD M � N – ������	� ��	��
-
	�� AD � BC, E = AC u BD. 

+� �
���
���!	��� �������� ��
����� ����� M, N, E 
���
� 	
 ��	�� ������. 

J�����!	��� BEC � AED – ��������!	�� �� ����-
���. 2�����	�, ��� ����
	
, �������		
� � �����	���, 
�
�	
 �� ������	�. +������ ������� MN ������� �� ��-
������ ME � NE, �
�	�� ������	
� MA � NB ��	��
	�� 

��
�����, �.�. �	 �
��	 �� ����	�� ��	��. 
$ ���� ����	�� �����	����! �
�
��-������� 20 � 8.   
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�� ����� ���	�� �����	����
		� �����	��! �
�
��-������� 	��������� 
����
�! �������
 ��	#���
���, �������� �
		�� � �.�. (��. 4.1.), "�����!" 
������� � �����	��! �
����	�� ������ � ������������� ������ (��. 5 � 6.2). 

 

AB – ��
���� �����	����, �	� ������� ����� ����
 C. >������ A� � B� 
�������
�� ��� �����	���! � ����
� N � M �����������		�. @	
�, ��� ����
�� 
������!	���� NCM � ABC ��	������ �
� 1 : 4, 	
��� ��� ACB.  

 

>�	���	�� ����
��� #��� �
�	� 1 : 4. G��� �	� 
�����	�, �� ��	���	�� �� ��	��	�� �
������ �
�	� 
1 : 2.  ½ = cos 60�, ������� ���	��
�� ����������	��, 
��� ������� ������ ��� �
��	 60�. B��
��� ��. 

 C – �����. ABMN – ����
	 � �����	���!, ���-
����  BMN +  BAN = 180�. ��  BMN + CMN =    
= 180� (����	�� ���). >����
  BAN =  CMN �   
� NCM � � ABC. >�	���	�� �� ���������	
�!	�� 
�����	 CM � AC �
�	� 1 : 2, ��� � �
�	� ����	��� 
������� ��
 �� � ACM , �.�.  BMA =  CMA = 90�. 

                                                2�
�,  C = 60�. 
 

$ ����	�� �����	����! �
�
��-������� 4 � 17.   
 

91. (/ 3550). $	���� ������!	��
 ������� ��� �����. L
�-
����	�� �� ��	�� �� 	�� �� �����	 ������!	��
 �
�	� 1, 3 � 15, 
 
�� ����� (� ��� �� �������) – 4, 5 � 11. �
����� �
���� �����-
	����, ����
		�� � �
		�� ������!	�� (��. ���. 53).  

 

*
#
��

 

+���! a, b, c – �����	� ������!	��
, ������ � �������, ����-
����������� ��
�
		�� �
�����	��� �� 	��. $������� ����
�! 
�
		�� #���� �
� ����� ����
��� ����
������� �� ������!-
	���� ����� ������
��, �������: a + 3b + 15c = 4a + 5b + 11c,     
3a = 4c – 2b,  a = (4c – 2b)/3. 

?���
� �����! �����	� ������!	��
 �
�	��� 4c – 2b, 3b � 3c, 
������!������ #�������  r � P = 2S, �� r – ������� �
����. 

r (4c – 2b + 3b + 3c) = 2 � ½ (1 � (4c – 2b) + 3 � 3b + 15 � 3c).  
>����
  r = (49c + 7b) : (7c + b) = 7.   
8��
�: 7. 
 

+����	���� ����� ����
���, �
�
�
-������
 14. 
 
92. >����	���� )1, )2  �
�
���� �	��	�� ���
��� � ����� F. 

+���
� l �
�
���� )1 � )2 � ����
� A � B c����������		�. +���
�, 
�
�
����!	
� ������ l, �
�
���� )2 � ����� C � �������
�� )1 � 
���� ����
�. B��
�
�!, ��� ����� A, F � C ���
� 	
 ��	�� ������.  

93. 



91. 

92. 
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.������
�!����  
 

E
�
���!	�� � �����	���� )2 � 
����
� B � C �
�
����!	�, �������  
BC – ��
���� �  CFB = 90�. 
KF = KA  = KB, ������� FK – ����
	
, 
�
����
��
� ������!	�� AFB 	
 ��
 
�
�	������		��, �.�.  AFB = 90�.  

2�
�, ��� CFB � AFB – c���	��, 
��� AFC – �
����	���� � ����� A, F, C ���
� 	
 ��	�� ������. 

 

+����	����! �
�
��-������� 2, 4, 8. 
 

(� +����	�	�� ��������). 
+�� �������� � ��	���� F � ���##����	���, �
�	�� – R2/R1 

(R2 � R1 – �
����� �����	����� )2 � )1), )1 ��������� �)2, 
 ���-
�
� l – �
�
���!	
� � )1 – � �
�
����!	�� ������ – �
�
���!	�� 
�)2. @	
���, ����
 A ��������� � C � ����
 F ����� 	
 ������� A�. 

93. (/3420). $ �
�	������		�� ��
����� ABCD (BC ` AD) 
����
	
 �����	���! �
����
 R, �
�
��
��� ��	��
	�� AD � ����� 
P � �������
��
� ������� BP � ����� Q �
���, ��� PQ = 3BQ. 
�
����� ��� � ����
�! ��
�����.   

 

*
#
��
 
 

+���! BQ = x, PQ = 3x, BP = 4x. 
BN2 = BQ · BP,  BN2 = x · 4x = 4x2, 
�.�. BN = 2x (x > 0). 

AP = PD, PN � BC, DM `PN.   
� BNP:  BNP = 90�, BN = ½ BP. 

@	
���,  BPN = 30�,  NBP = 60�, 
PN = DM = 2x 3 .  

PN2 = BC · AD, ������� 12x2 =      
= 4x · AD, AD = 3x.  

� CMD:  CMD = 90�, CM = ½ x.  tg  C = 34232
�

�
�

x
x

CM
DM .   

 C =  B = arctg 4 3 .   A =  D = 180� – arctg 4 3 . PN = 2x 3 = 
= 2R, x = R : 3 .  SABCD = ½ PN (AD + BC) = R · 7x = 7R2 / 3 . 

8��
�: arctg 4 3 , 180� – arctg 4 3 ;  7R2 / 3 . 
 

+����	����! �
�
��-������� 19, 24, 25. 

K

1) 2)
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94. I – �	��	�� ������!	��
 ABC, J – ��	�� �	�����
		�� 
�����	����, �
�
������ �����	� AC. B��
�
�!, ��� DI = DJ, �� 
D – ����
 ��������	�� ����������� ��
 B � ����
		�� �����-
	���!� �
		�� ������!	��
.   

*
#
��
 
 

2�����	�, ���, �
��� �� 	� ��� ������!	��, ���������� ��� �	�����
		�� 
�����	���� – �����	����, �
�
������ ��	�� �� �� �����	 � ��������	�� ���� 
����� �����	. V�	�� �
���� �� 	�� – ��� ����
 ��������	�� ���������� ����-
����������� �	��	�� ���� � ������������ �	����		�� ��
, ����������
��� 
�����	�, ������� �
�
���� ��
 �����	���!. $ 	
��� �
�
�� ��	�� J – ��� ����
 
��������	�� ���������� �	��	�� ���� ��� �����	
� A � C � ������������ BI 
�	����		�� ��
 B. 

 

+������� CI, CD, CJ.  ICJ  = 90�,  
 CDB =  A �
� ����
		��.  

B��
���, ���  ½  A =  CJB. 
 A = 180� –  B –  C ��� ½  A = 

= 90� – ½  B  – ½  �.  
 CJB = 180� –  CBJ –  BCI – 90� =  

= 90� – ½  B  – ½  �. 
2�
�,  A = 2  CJB ���  CDI =       

= 2  CJB, D – ��	�� ����
		�� ��-
���	���� � ICJ � D� = DI = DJ �
� �
����� ���� �����	����. 

 

+����	����! �
�
��-������� 4, 12. 

95. R���������!	�� ABCD ����
	 � �����	���!. AC � BD. 
B��
�
�!, ��� ���	
 �����	�������
 OH, �����		�� �� ��	��
 O 
���� �����	���� 	
 �����	� 3D, ����� ��	!�� ���	� �����	� BC.  

(&�������
� ������
�
) 
 

      .������
�!���� 
 

+������� ��
���� AM � ����� MD. 
J��
  ADM = 90�, OHYMD, OH = ½ MD. 
>��
���� ���
�
�!, ��� MD = BC. 

L
��	���� ���� ���� ������� �� �
��	-
���
 �����
���� �� �� MD � BC. 

J.�. AM – ��
����, �� * MD = 180� –    
– * DA. J.�. AC � BD, ��  * BC + * AD = 
= 180�, ������� �  * BC = 180� – * AD.  

2�
�, OH = ½ MD = ½ B�, �.�.�. 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 4, 5.

O

I 

J 

96. 

97. 



94. 

95. 
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96. (/ 1324). �
 �����	� AB ������!	��
 ABC �
� 	
 ��
���-
�� �������	
 �����	���!, �������
��
� �����	� AC � BC � ���-
�
� D � E c����������		�. +���
� DE ����� ����
�! ������!	��
 
ABC �����
� � ���
���� � ������ AB ��� 15�. �
����� ��� ���-
���!	��
 ABC. 

*
#
��
 
 

+���!  BFE = 15�. +������� ������� 
BD. J��
  BDA =  BDC = 90� (�����	
 
AB ������ ��
������ �����	����). 
� ABC � � EDC, �.�.  ABC =  EDC 

(�����	��� ��� ADE �� �
����	����) �  
 C – �����.  ADE +  ABE = 180� �
� 
����������
��� ��� ����
		�� ����-
������!	��
 ABED. 

>�	���	�� ����
��� ������!	���� 
ABC � EDC �
�	� 1 : 2, ������� �� ����-

�������		�� ��	��	�� �
����� ��	������ �
� 1 : 2 .  
>����
 �B = 2 CD �  C  =  CBD = 45�. 
 

(�  *�� ��	�� �����	�	�� �������. 
SABC = 2 SCDE, ������� ½ CB · CA  sin  C = 2 · ½ CE · CD sin  C,   

CB · CA  = 2 CE · CD  (1).  
+� �������� ������� CD · CA = CE · CB (2).  

L
������ (1) 	
 (2). 
CB
CD

CD
CB 2

� , �B2 = 2CD2 ��� �B = 2 CD ). 
 

�
���� �����! ��� A � B. %�� A – �	��	�� ��� ������!	��
 
ADF, � ������� ��� AFD �
��	 15�. @	
���,  A = 15� +  ADF 
���  A  = 15� +  B, �.�.  ADF  =  EDC =  B. 

2����:  B + 15� +  B  = 180� – 45�,  B  = 60�;  A  = 75�. 
8��
�: 45�, 60�, 75�. 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 4, 17. 

97. >����	���! �
����
 r �
�
���� ��	���� �����	���� �
��-
��
 R � ����� A. +���
�, �����	�������	
� ��	�� ��	����, ������-
�
�� ��	� �����	���! � ����� B, ����� – � ����� C. �
��� �
���� 
�����	����, ����
		�� �����  ������!	��
 ABC. 
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*
#
��
 
 

+���! AE = 2r, AF = 2R, BC � AE, 
D = BC � AE, x – ������� �
����. 

G���  ACB = �, �� x = 
�sin2

AB .  

2� � A�D: sin (180� – �) = 
AC
AD  =     

= sin �. @	
���, x = AB � AC : (2AD). 
?����	�� ����� C, E, � B, F, 

���
���� ��������!	�� ������!-
	��� A�E, ABF.  

AC = RADAEAD 2��� ; AB = rADAFAD 2��� ;  
AB � A�  = 2AD rR , x = rR .  8��
�: rR . 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 4, 15, 23.

98. $ ��������!	��� ABCD (AB >BC) 	
 �����	� CD ����
	
 
����
 L �
�, ��� BL � AC. K = BL u AC, AL � DK. �
��� ������	� 
��
 ACB  (C��������
� ������
�
).  

 

*
#
��
 
 

$ ��������!	�� ������!	��� 
ABC  BC2 = KC  · AC  (1). 

+���! BC  = a,  ACB = �. $��
- 
��� KC � AC ����� a � �.  

2� ��������!	�� ������!	��
 
BKC KC = a cos �.  

R���������!	�� AKLD – ����
	-
	��, �.�.  D +  K  = 180�. AL – ��
-

���� ����
		�� �����	����, �����	�������	�� ����� DK � ����-
��� �� �����
�. >����
 AK = AD = a, AC = a + a cos �.  

+����
���� ������		�� ���
��	�� � (1), �������:  
a2 = a cos � (a + a cos �), 1 = cos � (1+ cos �), cos2 � + cos � – 1 = 0. 

%�� ACB – ������, ������� cos� = 
2

15 � , � = arccos
2

15 �
	 51�. 

8��
�: arccos (( 5  – 1)/2). 
 

+����	����! �
�
��-�������  1, 17, 23. 

K  

L  

P  

99. 
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99. (/ 1803). �
����� ������ ��
�����, � ������� ��	��
	�� 
AB � CD �
�	� a � b (a < b), ��� ����� ��
�	
���� �
��	 90�, 
 
��� ����� ��������	���� ������� �����	 �
��	 45�. 

 

*
#
��
 
 

+���! E = AD � BC,  DEC = 45�; P � 
M – c�����	� ��	��
	�� ��
�����. J��
 
����
� EM �������� ����� P � ����� ����-
����	�� ��
�	
��� ��
�����. 

+������ PN YAD, PK YBC, ����#��-
�������� �
�
��: 	
��� ������ ������!-
	��
 NPK, � ������� ������	� ��� P, 
����������
�
� ��� �����	
 NK � ����
-
	
 PM. B���������!	�,  P =  DEC = 45�, 
NK = DC – (DN + KC) = DC – AB = b – a, 

PM = DM + AP = ½ (b + a) �
� ����
 ����
	 ���� ��������!	�� 
������!	���� (DB � AC �� �������). 

2����: 1 = tg 45� =  tg ( NPH +  KPH) =  
= (tg  NPH + tg  KPH) : (1 – tg  NPH · tg  KPH) =  

= �
�
�

�
�
� �
��

�
�

�
�
� � 21:

PH
KHNH

PH
KH

PH
NH =

PH
NK ·

KHNHPH
PH

��2

2

=  

= 
))((2 MHMNMHMNPH

PHNK
���

� = �
��

�
222 MNMHPH

PHNK   

= 22 MNPM
PHNK

�
� . >����
 PH = �

�
NK

MNPM 22

 

= �
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� �

22

22
abab : (b – a) = 

ab
ab
�

.   8��
�: 
ab

ab
�

. 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 8, 20. 
 
 

(� &���� ����
��� � ������
 ����	����). 
$ ������!	��� NPK  �����:  1) ½ PH · NK = ½ PN · PK sin 45º, 

�.�. PH =
NK
PKPN

2
2� .  2) +� ������� ����	����: (b – a)2 = PN2 +       

+ PK2 – 2PN · PK
2
2 ,  2ab = 2 PN · PK.  PN2 + PK2 = a2 + b2 �.�. 

��
�	
�� ��
����� �����	�������	�. PH = ab : (b – a) ). 

K
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100. (/ 798. ������ 3����
��). $ ��� AB �����	���� ����
-
	
 ���
	
� AMB �� ���� �������� (AM > MB). B��
����, ��� ��	�-
�
	�� �����	�������
 KH, �����		�� �� ������	� K ��� AB 	
 
������� AM, ����� ���
	�� �����
�, �.�. AH = HM + MB. 

 
C������ ���������
� �� � ��
��
�� "2�����	�� ���
" � �
��� #�����������: 

"@��� �	������$ � ��� ���������� ��������$ �� ��
 �
�����
 ����� ���
��� 
	����$ 	������
� �	�%
���$ �� �
� �� �
�
���� ��� 	
�	
��������, �� ���� 
	
�	
�������� ����
��� ��0 ������0 ����0 	�	����". 

K�
 ��
���
� �
�
�
 ���������� ��� ������	�� 1000-� 	������ � �
�
�	��� 
���	
�
 "E�
	�". L
�������� ��
 �� ����	�� (������	�� �
�������
	 �� /12 �
 
1986 . ��
�
		�� ���	
�
). >�
 �	� ��	��
	� 	
 ��������		�� �������	�� 
���
	��, 	� �
�	��� ������
��. R��
���� �������
����� 	
��� ���� ����	��, 
�����	�� ����� ���� � ������
���!	�� �������	�� (��. �
�
�� 30).  

 

">�������" ���	� MB. >������ 
	
 ���	� AM ������� AC, �
�	�� MB 
(AM > MB).  

>��
���� ���
�
�!, ��� CH = MH. 
C����	�� ����� K � ����
�� A, B 

� �������, ��� AK = BK, �.�. K – ��-
����	
 ��� AB �� �������.  

@
����� �
��	���� ����
		�� ���� KAM � KBM, ����
������ 
	
 ��� KM, �����	�� ����� K � ����
�� C, M � ������� �
�	�� 
������!	��� KAC � KBM. >����
 KC = KM.  

$ �
�	������		�� ������!	��� KMC �����
 KH �������� � 
����
	��, �������  CH = MH,  A� + �H = MH + MB, �.�.�. 

 
(� @��	� MB �����! ���
��� � ���	� MA:  MC = MB, M � AC).  

?����	�� ����� � � B, �����-
��� ��� KM �� ��������	�� � 
BC � ����� D. %�� BMC �
� 
�	��	�� ��� U AMB ��������-
�� ������ ���� MAB � MBA. 
J.�. ��� � ����
		�� ���, �� 

�� ����
 ���������� ������	�� ��� AB, �.�. ���� AK, 	
 ����-
��� ����
���� ����
		�� ��� AMK.  

>����
  BMC = 2  CMD = 2  AMK � � �
�	������		�� ���-
���!	��� �MB MD – ����������
, ����
�
� � �������. 

@	
���, KD – ������		�� �����	������� � ������� BC.  
2����: KC = KB = KA, AH = HC = HM + MC = HM + MB, �.�.�.). 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 4, 13. 

K 

K 

D

101. 

102. 
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101. (/ 3551). $ �
�	������		�� ������!	��� ABC � ��	��
-
	��� AC �������	
 ����������
 CD. +���
�, ��������
� ����� 
����� D �����	�������	� CD, �������
�� AC � ����� @. B��
����, 
��� @C = 2AD.                       

.������
�!���� 
 

+������� DO Y BC (O � AC).  
J��
 U ADO   ~  U ABC. G��� AB = a,  AC = b, 

CO = x, AO = b – x, �� �� �������� �����������  
BD = ka, AD = kb (k > 0), 
 �� �������� ������-

���	
�!	�� �������� 
xb

x
kb
ka

�
� , x =

ba
ab
�

= CO.  

E���� ���, ka + kb = a,  k = a : (a + b).  
2����: 3D = kb = ab : (a + b) = DO = CO, �.�. 

U DO� – �
�	������		��. J.�.  EDC = 90�, �� DO – ����
	
 
������!	��
 EDC. >����
 @C = 2 OD  = 2 AD, �.�.�. 

 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 8, 9, 10. 
 

102. (/ 3516). 2�����	�, ��� � 	�������� ������!	��� ����-

	
, ����������
 � �����
, �������		�� �� ��	�� �����	� C, 
����� ��� 	
 ������ �
�	�� �
���. �
����� ��� ������!	��
. 

 

*
#
��
 
 

+������ ����
	� CM �� ��-
������	�� � ����
		�� �����-
	���!� �
		�� ������!	��
 � 
����� N � �������� ����� NA.  

G���  ANC = �, ��  B = �. 
>����
 �������, ���  CAN = 90�. 
B���������!	�, ��� BCH � A�N 
(CH � AB) ������
� �� ��� �
�-
	�� �
��� ��
 C, 
 �	
���, �	� 
�
�	� � � ������!	���� BCH � 
A�N ���	
����� ���.  

>����
 �������, ��� ����
 M – ��	�� �����	����, CN � AB – �� 
��
�����,  C  = 90� = 4�  (UMCB – �
�	������		��).  

@	
���,  B = � = 90� : 4 = 22,5�,   A = 90� – � = 67,5�.  
8��
�: 22,5�;  67,5�;  90�. 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, ������
���!	�� ��� � �����-
	���!, �
�
��-������� 4, 8. 

L

O 
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103. (/ 12.403). >�	���	�� �
����
 ���
, ����
		�� ����� 
��
�����, � �
����� ���
, ����
		�� � 	��, �
�	� k. �
��� ��� 
��
����� �, ���������� �	
��	�� k   [27, c.218;  28, c.309]. 

 

*
#
��

 

+���! BC < AD, R – �
���� ���-
�
		�� �����	����, BH – �����
 � 
��
���� ����
		�� �����	����.  

G���  BAD = �,  BDA = �, �� 
���	� BH : AB = BH : DH ��� sin � = 
= tg �  (1), �.�. AB = DH (��. 86.2). 

k
BD
BD

BH
R

r
R

�
�

�
��

��
NsinOsin

1
NsinOsin

2 , �.�. sin � � sin � = 
k
1  (2). 

2� (1) � (2):  tg � � sin � =
k
1 , 

k
1

N cos
Ncos1 2

�
� , k cos2 � + cos � – k = 0, 

cos � = 
k

k
2

411 2��� (� < 90�). 2����: sin � = tg � = 1
Ncos

1
2 �  = 

=
114

142424
2

222

��

����

k

kkk  = �
��

��

22

2

)114(

)114(2

k

k

114

2
2 ��k

 = 

= 
k

k
�

��
2

141 2

. �
���� ���������� �	
��	�� k, ������
�, ���      

k > 0 � ��
	���		���! ��	��
. 0 < )2(:141 2 kk ���  < 1,         

1 + 241 k� < 2k2,  1 + 4k2 < 4k4  – 4k2 + 1,  k2  – 2 > 0,   k > 2 . 
 

8��
�:  arcsin 
k

k
�

��
2

141 2

,  � – 
k

k
�

��
2

141 2

 ���  k > 2 . 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 15, 16, 19. 
 
104. (/ 3437). $ �����	���! ����
	 ����������!	�� ABCD. 

�
 ��� AD, 	� ������
��� �����	 B � C, ����
 ����
 S. J���� P, 
Q, M � N �������� ��	��
	���� �����	���������, �����		�� �� 
����� S �����������		� 	
 �����	� AD, BC, AB � CD (��� 	
 �� 
��������	��). �
����� SN, ���� SP = d  �  SNQS : SPMS = m.         

105. 
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��
 
 

 PAM  =  DCB, �.�. ��� ��� ��-
���	��� ��� BAD �� �
����	����. 
APSM � CNSQ – ����
		�� �������-
���!	���. >����
  MSP =  NSQ.  

$����	�� ������� ����������!	�-
�
 SP3M ����� �����	� S �� �
����� 
�������, ��� ������� ��� SP ����
��� 
� ����� SN. +�� ���� ����
��� �
��� 
���� SM � SQ, 
 ����������!	��� 
SNCQ, SP1A1M1 ��
	�� ��������	��� 
� ��	���� S � ���##����	��� m , 

�.�. � NQS � � PMS � � P1M1S � ���##����	���  m  �� ������� 
�
�
��. @	
���, SN = SP1 m  = SP m  = d m .   8��
�: d m . 

 

+����	����! ������������� ������
���
	��, �
�
��-������� 10, 17.

105. (/ 1843).  B��
���� ������� j$�
��: OI 

2 = R2 – 2Rr, �� 
O, I  – ��	��� ����
		�� � ����
		�� �����	����� ������!	��
, 
R, r – �
����� ���� �����	�����.  

 

.������
�!���� 
 

    +������
� #������ � ���� R2 – OI 

2 = 
= 2Rr, ���
���, ��� ��� �� �
��� �
�	� 
���������	�� AI � DI, �� D – ����
 
��������	�� ����������� ��
 BAC � 
����
		�� �����	���!�.  

+� �������� �������
������ ���� 
AI � DI = NI � MI = (R – OI) (R + OI) =     
= R2 – OI 

2 (I � MN, O � MN).  
+������� ��
���� DP � �
���� 

����
		�� �����	���� IQ.  
U PCD � U AQI:  PCD =  AQI =  

= 90�,  A =  P. >����
 
CD
DP

QI
AI

� ,  
CD

R
r

AI 2
� , AI � CD = 2Rr.  

�� CD = DI (c�. �
�
�� 12.4), ������� AI � DI = 2Rr, �.�.�. 
 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��,  �
�
��-������� 3, 4.

O 

I

1
1

1
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106. (/ 3327). B�� �����	���� �������
���� � ����
� A � B. 
R���� ����� B �������	
 ����
�, �������
��
� �����	���� � 
����
� C � D, ���
��� �� �
�	�� �����	� �� ������ AB. 
E
�
���!	�� � ���� �����	����� � ����
� C � D �������
���� � 
����� @. �
����� AD, ���� AB = 15, A� = 20, A@ = 24. 

 

*
#
��
 
 

2����� ���. +���! 
 ABD = �,  BAC = �.  

J��
  ADT = �,    
 BCE = � (T � DE). 
$���
		�� ��� ���-
��� �
�� ���������� 
�����������		� ����-
��	
�� �� AD � BC. 
E
���� ��� ������ 
�
��, ��� ����� �
-
�
���!	�� � ������, 
���������� ������	�� 
��� �� ���. B
���, � 
U ABC  ACB = � – �    
( ABD – �	��	�� ��� 

������!	��
 ABC ��� �����	� (). 
>������ �
��	���� ����	�� ����:  ADE =  ABC = 180� – �. 

?�����
���!	�,  ACE = �,  ACE +  ADE = � + 180� – � = 180�, 
�.�. ����������!	�� ADEC ����
		�� � �����	���!.  

>����
  ACB =  AED  �  U A�B ~ U ADE.  

2����: 
24
AD = 

20
15 , AD = 18.    

8��
�: 18.  
+����	����! �
�
��-������� 4, 5, 17, ������
���!	
� �����	���!. 

107. J���
 D ����� 	
 �����	� A� ������!	��
 ABC. >����-
	���!, ����
		
� � ������!	�� ABD, �
�
���� ������
 BD � ����� 
M, 
 �����	���!, ����
		
� � ������!	�� B�D – � ����� N; 
��	���	�� �
������ ���� �����	����� �
�	� 7 : 4. �
��� �����	� 
������!	��
 ABC, ���� BM = 3,  MN = ND = 1 [24, c. 44].  

 

�

�

108. 
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#
��
 

+���! I1 � I2 – ��	��� 
�����	�����, P, Q, K, L – 
����� �
�
	��. 

2����: DP = ND = 1, 
DL = DM = 2, BK = BM = 
= 3, BN = BQ = 4. 

$����� ����	
��	��: 
AL = AK = x, CP = CQ = y, 
LI1 = 7k, PI2 = 4k (k > 0). 
 I1DI2 = 90� (��� ����� 
����������
�� ����	�� 
����),  DI2P =  LDI1 

(��� ��� �����	��� ��� PDI2 �� ������). U DI2P ~ U LDI1, 

k
k

7
2

1
4

� , k2 = 
14
1 . E�
��
�� �
������ 

14
49  � 

14
16 , �.�. 

2
7  � 

7
8 .  

B�
��� ������!������ #������� r2 = S2 : p2, �������
� �� � 

���� r2 = 
p

cpbpap ))()(( ��� , �� p – ������������. 

2
7 = 

)5(
23

�
��

x
x ,  x = 7.    

7
8  = 

)5(
14

�
��

y
y ,  y = 2. 

2�
�,  AB = 7 + 3 = 10,  BC = 4 + 2 = 6,  AC = 7 + 2 + 1 + 3 = 12. 
8��
�: 10, 6 � 12. 
 

+����	����! �
�
��-������� 2, 12, 14.

108. AM � AL – �����������		� ����
	
 � ����������
 � 
������!	��� ABC. LK Y AB, �� K � AM. B��
�
�!, ��� BK � AL. 

                                 (?��������
� ������
�
)  
 

.������
�!���� 
 

M – ����
 ��������	�� ������� �����	 ��
����� ABLK. +� �
��-
�
���!	��� �������� ��
����� ����� N, D � M ���
� 	
 ��	�� 
������, �� N – ������	
 �����	� AB, D – ����
 ��������	�� �� 
��
�	
���. @	
���, MN – ����	�� ��	�� ������!	��
 ABC. MN � 
AC �
�
����!	�, AD – �����
�, �������  ADN =  LAC.  

��  LAC =  LAB. >����
  ADN =  LAB =  LAN � 
������!	�� AND – �
�	������		��: AN = DN.  

K 

L 

I1

I2

3 
3 

4 

7   k
4k

2 1
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2�
�, DN – ����
	
 ������!	��
 
ADB, �
�	
� ������	� �����	� AB. 
@	
���,  ADB = 90�, BK � AL, �.�.�. 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, 
�
�
��-������� 8, 20. 
 

(�  >��
�	�� ���). 
 

(� +������� DP Y AB � NP. ANDP 
– �
�
������
��, � ������� ��
�-
	
�! AD ������ ������������ ��
.  

@	
���, ANDP – ���� � NP � AD. �� NP Y BD (BDPN – �
�
�-
�����
��, �.�. ������� DP � BN �
�
����!	� � �
�	�), ������� 
BK � AL).

109. (/ 3521). R���� �����	� C ��
��
�
 ABCD �������	
 
����
�, �������
��
� ��
�	
�! BD � ����� K, 
 ������		�� 
�����	������� � �����	� AB – � ����� M (M ����� ����� C � K). 
�
�����  DCK, ����  AKB =  AMB. 

 

*
#
��
 

+���!  DCK = x =  DAK       
(U DCK � U DAK – ���������	� 
��	������!	� ������ BD).  

L
�������� ����
		�� �����-
	���! ������!	��
 AMB �
� ����-
��
���!	��.  AKB =  AMB, 
������� �� ���	
������ ����
 K. 
+������� ��
�	
�! AC, � ����� 
N �� ��������	�� � �����	���!� 
�����	�� c ������ K. 2� �����
-
��	�� ��������� ��	������!	� 

������ MP (P = AC o BD), �
�	� ��� MN � MK, 
  CKN = x.  
K�� ����
		�� ���, ����
������ 	
 ��� MN. �
 ��� �� ��� 

����
���� ����
		�� ��� MAN, 
 	
 �
�	�� �� ��� – ����
		�� 
��� MAK.  

 CAD =  MAN +  MAK +  DAK = 3x = 45�,  x = 15�.   
8��
�: 15�. 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, ����
� ���������, ������
���!-
	
� �����	���!, �
�
��-������� 1, 4.

K 

x

x
x
xK 

x

x
x
x

K 

L 

110. 
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110. (/ 3606) B
	� ��� 	��������
������ �����	����, � ��-
����� �������	� ��� ����� �	��	�� �
�
���!	��. L
�������� 
�
�	������		�� ������!	��, ��	��
	�� ������� ����� 	
 ��	�� 
�
�
���!	��, ������������	
� �����	
 – 	
 �����, 
 �
��
� �� 
������� �����	 �
�
���� ��	�� �� �
		�� �����	�����. B��
��-
��, ��� �����
 ������!	��
 �
�	
 ����� �
������ �����	�����. 

 

.������
�!���� 
 

+���! AB = BC = a, AC = 2b, 
BH = h, BH � AC; O1E = O1P = R1; 
O2F = O2K = R2; �K = n, AP = m. 

+������� ����������� CL ��
 
ACB. 

%�� CO2K � LCH �
�	� �
� 
�����	����� ��� O2CK �� ���-

���. >����
 U CO2K ~  U LCH � k
b

bk
R
n

��
1

 (k > 0).  

+� �������� ����������� H� : HL = BC : BL, ������� BL = ka.  

2����: ka + kb = h,  k  = 
ba

h
�

,  R2 = 
h

ban
k
n )( �
� .  

C	
����	� R1 = 
h

bam )( �  �  R1 + R2 = 
h

banm ))(( �� . 

MN = PK, ������� MB + BN = PA + AC + CK.  
%�����
� �
�	�� ������� �
�
���!	��, �������:  
a – m + a – n = m + n + 2b,  m + n = a – b.    

2����: R1 + R2 = h
h

h
h

ba
h

baba
��

�
�

�� 222))(( , �.�.�. 
 
+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 2, 9. 
 
(� +����	�	�� ����	�������).  
+���!  A =  C = 2�.   

J��
 R1 + R2 = m ctg � + n ctg � = (m + n) �
�

�
�

2sin
2cos1   

= (a – b)(1 + 
a
b ) : 

a
h  = h

h
h

h
baba

��
�� 2))(( . 

 A 

a 

b   

B 

C H 

M 
N 

K 

P 

E 
F     

R   1

R 2     L 
O  1

O2
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111. (/ 2930. 8��������! 3	�������). B��
�
�!, ��� �����-
�������� ������ �����, �
�����	�� ������� �� ���� �
		�� ����� 
A � B ��	������ �
� m : n (m � n), ���! �����	���! (��. �
�
�� 142). 
 

.������
�!���� 
 

+���! C – ��	
 �� �����, �������-
�������� �������: �A : CB = m : n. 
+������ ������� AB � AC �
 ����� B � 
C, �������� ����������� CM � CN 
���� ACB � ���
���
������ ����-
	�� � 	�� ��
. J��
 �� ����� � ��-

����� MN ���	� ��� ���� 90�, �.�. ��� ����� ����������
�� 
����	�� ���� ������.  

E���� ���, �� �������� ���������� �	����		�� � �	��	�� 

���� ������!	��
 ���	� ���������:
n
m

NB
AN

MB
AM

CB
CA

��� .  

@	
���, ����� C 	������
��� ����������, 	�����
���$ �� ��-
�
��
 MN, ��� �� ����
��
, ������
��$ ���������!0 3	�������. 

 

B��
��� ���
�	�� ��������	��: ���
� ����
 D �������		�� 
�����	���� ���
�
�� ���������: AD : DB = m : n. 

R���� ����� B �������� ������ 
KP, �
�
����!	�� AD � �������
�-
��� ������ DM, DN � ����
� K, P 
�����������		�. 2����!���� ���-
���	�� ������� ������!	����: 

U AND ~ U BPN: 
n
m

BN
AN

BP
AD

�� (1). 

U ADM ~ U BKM:
n
m

BM
AM

BK
AD

��  (2).  

2� (1) � (2): 
BK
AD

BP
AD

� , �.�. BK = BP, 
 �.�. �� �
���
���!	��� 

�������� �����	����  MDN = 90� =  KDP, �� DB – ����
	
 
��������!	�� ������!	��
 KDP � DB = KB = BP.  

+����
��� � �
��	���� (1) DB ������ BP, ������� ���������: 
AD : DB = m : n.  

%�������	�� ���
�
	� ���	���!�. 
 
+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 4, 8, 9, 10. 

K
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112. (/ 3617. ?
��
�� � ������
). R���� ������	� C �����-
���!	�� ����� AB �����	���� �������	� ��� ����� KL � MN 
(����� K � M ���
� �� ��	� �����	� �� AB). >������ KN ����-
���
�� AB � ����� P. >������ LM �������
�� AB � ����� Q. 
B��
�
�!, ��� PC = CQ.    

.������
�!���� 
 

2� ����� P, Q ������� ���-
��	�������� 	
 ����� KL, MN 
� ����	
��� �� �����������		� 
k, n, l, m.  

+���! PC = x, CQ = y. 

J��
 
l
k

y
x
�  � 

m
n

y
x
� . +��-

������ ������� �� ������� �
� 
���
���
������ ��������!	�� 
������!	���� � ����� �����-
	�� C, ������� ������
� �
�-
	�� ������
�!	�� ���. 

E���� ���, �����	� �����-
���!	�� ������!	��� � �����	��
�� KP, MQ � �
���
�� k, m, 
������ ��� �� ������ ��� K � M �
�	� �
� ����
		��, ���-

�
������ 	
 ��	� � �� �� ��� NL. >����
 
MQ
KP

m
k
� . B�� �
�� 

������!	����, �
�������		�� � 	��	�� ������������� ��	���-

���!	� ������ AB, ��������� 
	
����	
: 
QL
PN

l
n
� . 

J����! �����	���� ��� ������ � ��� ������	�� ���������: 

lm
kn

y
x

�2

2

 � 
QLMQ
PNKP

ml
kn

�
�

� . ?�����
���!	�,
QLMQ
PNKP

y
x

�
�

�2

2

. 

�
��	��, ������!������ ��������� �������
������ ���� 
�����	����: KP � PN = AP � PB  �  MQ � QL = AQ � QB. 

$����	�� �
��	� � ���

� AC = CB = a, �������: 

22

22

2

2

)()(
)()(

ya
xa

yaya
xaxa

QBAQ
PBAP

y
x

�
�

�
���
���

�
�
�

� .  

a2x2 – x2y2 = a2y2 – x2y2,   x2 = y2,   x = y,   PC = CQ, �.�.�. 
 

+����	����! �����	����!	�� �������	��, �
�
��-������� 3, 4. 
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113. R���� ����� ��������	�� ��
�	
��� ����
		�� ����-
������!	��
 �������	
 ����
. 2�����	�, ��� �
��� ���� �����, 
�
�������		�� �	� ����������!	��
, ����
����� � � ¼ ���	� 
�����. $ �
��� ��	���	�� ��
 ����
 ������� ������ ��������	�� 
��
�	
��� �
		�� ����������!	��
? 

 

*
#
��
 
 

+���! MKNL – ����
		�� 
����������!	��, MN u KL = 
= C, AB u KN = P, AB u ML = 
= Q, �� AB – �
		
� ����
. 

G��� AB = a, �� �� ������� 
AP = � a, QB = ¼ a. 

$ ���������� �
�
�� ���
-

�
	�, ��� 
QBAQ
PBAP

y
x

�
�

�2

2

, ��    

x = PC,  y = CQ. 

2����:
4

3
4

3
2

3
2

2

aa

aa

y
x

�

�
�  = 

27
32 . 

>����
 
27
32

�
y
x . PQ = a – (� a + ¼ a) = 

12
5a . J
��� ���
���, 

������� ���	�� 5a/12 ��������� �
������! � ��	���	�� 27:32 . 

PC = x = �
� 2732
32

12
5a  = )2732(

12
32

�
a . 

CQ = y = �
� 2732
27

12
5a  = )2732(

12
27

�
a . 

�
���
���

�
��
��

�
�
�

�
2733243
3324324

)2732(273
)2732(324

)(12
)(12

aa
aa

CQBQ
PCAP

BC
AC

= 
2
3

)23(2
)23(3

26
63

24612
61236

�
�
�

�
�

�
�

�
� . 

8��
�: 3  : .2  
 
+����	����! ������
 � �
�����, �
�
��-������� 3, 4. 

3
a

4
a

A  BC P Q 

M 

N 

K 

L 

114. 
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114. $ ��
����� ABCD � ��	��
	���� BC = a, AD = b ������-
	�, ���  BAC +  ACD = 180�. +���
� A� �������
�� ����� �
�
-
���!	�� � �����	�����, ����
		�� ����� ������!	���� BAC � 
ACD, � ����
� P � Q.  �
��� PQ. 

 

*
#
��
 
 

+���! G = AB u CD.  
S
�
����	�� �������� ��	#���
-

���: U AGC – �
�	������		��, �.�. 
��� BAC � ACB �����	��� ��� 
ACD �� �
����	����. G��� M – ��-
����	
 ��
�	
�� AC, �� ������		�� 
�����	������� GM �������� ��	��� 
O1 � O2 ����
		�� �����	����� ���-
���!	���� AC( � ACD.     

L
�������� �������� � ��	���� G 
� ���##����	��� GA : GB. J
� �
� 

��	��
	�� ��
����� �
�
����!	�, �� �� �������� �������� BC 
�������� � AD, ������	
 BC, ����
 w – � ������	� AD – ����� Y, 
wO1 – � YO2 (wO1 Y YO2). ?�����
���!	�, O1� �������� � O2D � 
�����	���! � ��	���� O1 – � �����	���! � ��	���� O2. 

B����	�� ����	��, ����-
���� ����
		�� �����	���� 
� ����� �
�
���!	�� � 	��. 
+���! B1, A1 � C1, D1 – ����� 
�
�
	��. K�� �
�� c��������-
��		�� ����� ��� ��������, 
������� �
�
���!	�� ���� ��-
��������� � ����� G. 

>��
��� �	��
	�� 	
 �
�-
	�� ��� �O1�1 � DO2D1, 
����������� ��� � ���
.   

+�� �������� ����� ���-
�� O1 	
 ��� �O1�1 ����
 � 
�������� � ����� �1, B – � 
B1, ������� �B – � �1B1 
(����! ����� ��������� 
����� GA, GC � GB1, GC1 
��	������!	� ��	�� ��	�-
��� O1O2). C	
����	� ��� 

 A 

B C 

D 

A 1

B 1

C 1

D 1  

P 

Q  

M  

G  

O 2

O 1

 A 

B C 

D
M  Y 

X

G  

O 2

O 1
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�������� ����� ����� O2 	
 ��� DO2D1 ����
 D �������� � ����� 
D1, A – � A1, ������� DA – � D1A1.  

$ �����!�
�� ���� ��������� � �
����	��� ��	��
�� ������� 
�
�	������		�� ��
����� A1B1C1D1 c ��	��
	���� a � b �
� � 
�
		�� ��
�����! 

>��
���� ���
�
�!, ��� ������� ������� PQ – c���	�� ��	�� 
	���� ��
�����.  

�1Q2 = QC � QA ��� �
��� �����	���� � D1Q2 = QC � QA – ��� 
���!��� �����	����. >����
 �1Q2 = D1Q2, �1Q = D1Q.  

C	
����	� B1P = A1P. 2���� PQ = 
2

ba �
.  8��
�: 

2
ba �

. 
 

+����	����! ������������� ������
���
	��, �����	����!	�� �������	��, 
�
�
��-������� 13, 24. 

/30 (150) (2006 .) ���	
�
 "&
���
���
 � ����
� %��
�	�" ������
���� 
�	�����	�� ��
�!�� B.+. &
���, ������
��� ��� ������� � �
�	�� (	��
�	��) 
������
� � �� ���
�
���!���
. L
�������� ����� ���
�
���!���
 ���� ������.

115. ������� 1. $ ��������!	�� ��������!	�� ������!	�� 
AB� ����
	
 ���������	���! �
����
 +, �
�
��
��� �
����� � 
�����
� ��	�� 	
 �����	��� AB. >����	���� � ��	��
�� � ���-
��	
� A � B � �
����
��, �
�	��� b � a, �������
�� �� � ����
� N 
� K �����������		�. +������		�� ����� ����� N � K �����	-
�������� � �����	��� �������
�� �
���� B� � CA � ����
� L � M. 
J��
 CL = CM = ½+. 

 

.������
�!���� 
 

$	
�
�� ���
���, ��� 
CL = ½ +. B��	� ���-
��	 BC, AC � AB, ��-
����	� a, b � c, ����� 
�����!���
�! �
� ����-
��
���!	��.  

+ = 
ba

ab
�

 ��������� 

a
bb

�
�
+
+  ������� �� 

������� ������!	���� AOP � ABC, �� O – ��	�� ���������-
	����, P – ����
 �
�
	��). 

O 

K 
L 

A   1 B1

x  

a-x
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w�	�, ��� ����	�� ����	� �����!���
�! �
�
����	�� �������� 
��	#���
��� – ���	
����	���! ����� N � L �����������		� ����-
�����	���� � �
����: AN = b, ON = +, CL = x, BL = a – x, �� x – ��-
���
� ������	
.  

$�����!������ �
��	�����  AN2 – ON2 = AB1
2 – OB1

2  (�� 6.4). 
J��
 b2 – +2 = (AB1 – OB1) (AB1 + OB1) = AO (c – BB1 + OB –        

– BB1) = AO (c + OB – 2BB1).  
+�����		�� ��
�	�	�� ��������, �.�. ������	� AO � OB 

	�����	� ���
���! ����� ������
���!	��, 
 BB1 – ����� �������.  
J���
 O ���	
������ ����������� ������ ��
 ������!	��
, 

������� AO = kb, BO = ka (k > 0).  

J
� �
� ka + kb = c, ��  k = 
ba

c
�

,  AO = 
ba

bc
�

,  BO =
ba

ac
�

. 

BB1 = 
c

xaa )( �  (��������� 
c
a

xa
BB

�
�

1  ������� �� ������� ���-

���!	���� LBB1 � ABC). 

2����: b2 – +2  = 
ba

bc
�

(� + 
ba

ac
�

 – 2
c

xaa )( � ). %�	���� ��� 

�
��� �
��	���
 	
 
ab

ba � , ���
��� x, ������
�, ��� a2 + b2 = c2. 

xa
ba

c
a
c

ba
ab

a
bba 22)( 22

��
�

��
�

�
� , 2x = 

a
cabab 222 2 ���  –        

– 
ba
abc

�
�2

 = 
a

aab 2�  – 
ba
abc

�
�2

 = a + b – 
ba
abc

�
�2

 = +�
� ba
ab ,  

x = CL = ½ +.  L
��	���� CM = ½ + ���
���
���� 
	
����	�.  
2�
�, CL = CM = ½ +, �.�.�. 
 

(� &���� �
�
����!	�� ����������
	��). 
%������� "����	��" ���
�
-

���!����. @
���
� �
��	���
      
CL = ½ +, CM = ½ + � ����         
CL : �Q = 1 : 2, CM : �P = 1 : 2 
(P � Q – ����� �
�
	��), �����-
��� � ������, ��� ���
���
���� 
�������
 	���� 
##�		�� �
�
�-
��� (��� �
�
����!	�� �������-

���
	�� 	
 ��������! ����
	����� ��	���	�� ��������, ���
��� 
O 

K 

L 

A  1 B1
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 ��	�� ��� 	
 �
�
����!	�� ������) � ��������!	�� �����-
���!	�� ������!	�� ���	� �
��	��!, 	
������, �
�	������	-
	�� ��������!	��, ��� �������  b = a,  + = ½ a. 

+���! CL = y.  AN2 – ON2 = AB1
2 – OB1

2.  

a2 – ¼ a2 = 
22

222
�
�

�
�
�

�
��

�

�
�
�

�
�

yya , ayaa
��

24
3 22

,  

y = (
2
1

4
3
� ) a = 

4
a , �.�. CL = ½ +.   

2� �����
��	�� ��������� CM = CL = ½ +. 
 
������� 3 (���
�	
� ������� 1).  
B
	 ��������!	�� ������!	�� AB� � ����
		
� � �� ���-

��� ��� � ���������	���!, �
�
��
��� �
����� �A � CB � ���-
�
� F1 � F2  �����������		�, �����
� ��	�� 	
 �����	���. R���� 
������	� M � L �������� �F1 � �F2 �������	� �����	�������� � 
�����	��� AB, ������� �������
�� ���������	���! � ���� ����
� 
K � N. B��
�
�!, ��� ������!	��� ANC � BKC – �
�	������		��. 

 

.������
�!���� 
 

+���! AN = z.  
J�������� ���
�
�!, ��� z = b = A�, �	
�, ��� x = ½+ (c�. ������ 

���
�
���!���� ������� 1), + – ������
���!	�� �������.  
J��
  z2 – +2  = AO (c + OB – 2BB1). 
 

2����: z2 – +2  = 
ba

bc
�

(� + 
ba

ac
�

 – 2
)(2
)2(2

bac
baa

�
� ),   

z2 = +2  +
ba

b
�

(�2 +
ba

ac
�

2

 – 
)(

)2(2

ba
baa

�
� ) =  

= +2 + 
ba

b
�

�
ba

baabac
�

��� )2()2( 22

  = 2

22

)( ba
ba
�

� 2

2

)(
)2(

ba
babb

�
�

�  =  

= b2 � �
�

��
2

22

)(
2

ba
baba  b2.   

 

>����
  z = b = AN = A� � ������!	�� ACN – �
�	������		��.  
 

B�� ������!	��
 BKC ���
�
���!���� 
	
����	�. 
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������� 2.  B��
�
�!, ��� KN  { ML (��. ���	�� ������� � �.1). 
 

.������
�!���� 
 

(� &���� ������	
� ��� 
��	�� �
�
	�� ���	��	�� 
������
).  

+���! � (0; 0), A (b; 0),      
B (0; a), �.�. �
���� AC � BC 
���	
����
� ����, AC { BC.  

J��
 O (+; +), M (+/2; 0), 
L (0; +/2), kLM = – 1 (��. ���-
���� 1). 

B�� ���
�
���!���
 	��
-
��	���
 KN { ML ��������, 	
������, � ���, ��� kNK } – 1 (kLM  � 
kNK  – ������ ���##����	�� ������). 

kNK = 
NK

NK

xx
yy

�
� , �� xK, xN, yK, yN – ������	
�� ����� N � K.  

E�����	
�� ����� �������� �
� ������	
�� ����� ��������	�� 
������ LB1  �  MA1 c ���������	���!� (x – +)2 + (y – +)2 = +2 (,).  

kAB = – 
b
a . J��
 ������ ���##����	�� �
�
����!	�� ������ 

LB1 � MA1, ������
��� �����	�������� � �����	���, �
�	�            

(– 1) : (– 
b
a ) = 

a
b , 
 �� ��
�	�	�� ���!:  y = 

a
b x + 

2
+ ,  y = 

a
b x – 

2
+ .  

2�
�, �������� ������	
�� ����� N, �����
���� 
a
b x + 

2
+  

������  y  � ��
�	�	�� (,). 

x2 – 2x+ + 2

2

a
b x2 – x

a
b+  + 

4

2+  = 0,  x2 ��
�

�
��
�

�
� 2

2

1
a
b

 – 2x+ �
�
�

�
�
� �

a
ba

2
2  + + 

4

2+  = 0. %�����
�, ��� a2 + b2 = c2 ,� ��	���� 	
 4a2, �������  

��
��
�	�� ��
�	�	�� 4c2x2 – 2x � 2a+ (2a + b) + +2a2 = 0. >����
   
xN = (2a+ (2a + b) – 2222222 4)44(4 cababaa ++ ��� ) : (4c2) =        

= 22c
a+ (2a + b) – 234 aab � ) (�	
��	�� ���
��	�� �� �	
��� ���� 

O 

K 

L 

A  1

B1

2
+
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����� ���	�� – 
������
 ������ ����� ��������	�� ������ LB1 � 

���	�� �����	���!�).  yN = 
a
b xN + 

2
+ . 

C	
����	�, �����
	�����  
a
b x – 

2
+  ������ y � ��
�	�	�� (,), 

�������� ������	
�� ����� K. 
4c2x2 – 2x � 2a+ (2a + 3b) + 9+2a2 = 0.  

xK = 22c
a+ (2a + 3b) – 2512 aab � ),  yK = 

a
b xK – 

2
+ . 2����: 

kNK = 
NKNK

NK

NK

NK

xxa
b

xx

xx
a
b

xx

x
a
byx

a
b

�
��

�

��
�

�

��� ++++ )(
22 . 

J
� �
� NK xx �  = 22c
a+ (2b + 234 aab � – 2512 aab � ), �� 

���
���� ���
�
�! 	��
��	����  

)512342(

2
22

2

aabaabba

c
a
b

����
�  } – 1 ���  

2512 aab �  – 234 aab �  { 
ba

aba
�
� )(2 .  

L
������ 	
 a (a > 0) ��� �
���, ������� 512 �
a
b  – 34 �

a
b  {  

{ 
1

1
2)(2

�

�
�

�
�

a
b

a
b

ba
ab  ��� 512 �t  – 34 �t  { 2 

1
1

�
�

t
t , ��  t { 1. 

 
%�����!�� � ����	-

	���� ������		�� 	�-
�
��	���
 ���	�, 	
-
������, �
#������� 
��������.  

+�� t { 1 � �� ��-
��� � ��
��� �
���� 
����
��
���� #�	�-
���, ������ �
�	���! 
���	�� ����
��
�� ��-
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����� � 	���
	���		�, 
 �������
 ����� �����	�
�!	�� 
���-
����� y = 2. 

2�
�, kNK } – 1, ��� �
�	����!	� ���
���
����� 	��
��	����. 
L
��	���� �����
���� ���
 � ���!�� ���
, ���
 ������!	�� 

��������!	�� � �
�	������		��. 
 
(� >���
� ���������). 
 

>������
� ����� ����	�� ���
�
���!����, ���
��� �	��
	�� 	
 
��, ��� � �
�	������		�� ������!	��� ABC KN = ML, LN = MK, 
OM = OL � �.�.  

���
��	���� ���	��
�� ���
, ���
 	
���
���� ���������. 
"$����
	����" ��, �
���
����
� ������ ��������� ��	������!-

	� ������, ������
��� ����������� CO ������ ��
. 
 

MK u CO = S (AC > BC). J
� �
� ����
 M ���������	
 ����� L, 
�� ���������	� ������� SM, SL, �� ����� ��������	�� � ����-

�����	���!� K, K1 � 
�
����� OK, OK1. 

 

+���! �
�
���!	
�, ���-
��	�������	
� �
����� 
OK1, �������
�� LN � 
����� N1.  

J���
 N1 	� ���	
�-
����� ���������	����, 
������� �	
 �����	
 �� 
����� N.  

                                                    
                                                             2����: MK = LK1 < LN1 < LN. 
+�����		�� 	��
��	���� MK < LN � �
��	���� MK = LN �
�� 

	��
��	���� MK } LN, �
�	����!	��  ���
���
�����. 
 
7.2.  	�
��� 
� ��������������� ������� 
 
E ������ �
�
�
� ��� �
���������!	�� ����	�� �������	� 

������ � ��
�
	�� ���� ����	��. �
���
 – ��� ��
�
	�� 	������ 
�
�
�-������ ��� �������, ������� ���� �����	��!�� � ����	��, 
�����
 – ����� ������	��.  

@
�
�� ����� �� �
����
 "E�	����	�� �
�
��" ����	��
 [2]. 
 
 

O 

K 
L 

S  

K1

N1
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� 3125. B
	 ������!	�� ABC, � ������� ��� B �
��	 30º,     
AB = 4, BC = 6. *���������
 ��
 B �������
�� �����	� A� � ����� D. 
�
��� ����
�! ������!	��
 ABD. 

� 3194. >����	���! � ��	���� � ����� O �������� ����� 
�����	� A � B ������!	��
 ABC � �������
�� �����	� AC � ����� 
M � �����	� BC � ����� N. %�� AOM � BON �
�	� 60º. 
L
�����	�� �� ����� N �� ������ AB �
�	� 5 3 . B��	
 ������
 
MN � ������ �
�
 ��	!�� ���	� ������
 AB. �
��� ����
�! 
������!	��
  ABC. 

� 3202. �
 �����	� BC ����
 ABCD �����	
 �����
 DK. 
B�
�	
�! AC �������
�� �� � ����� M. �
����� DK, ���� ��-
����	�, ��� AK = 17 � DM : MK = 13 : 7.  

� 3220. E
�
���!	
�, �������		
� ����� �����	� M ����
	-
	�� � �����	���! ������!	��
 KLM, �������
�� ��������	�� 
�����	� KL �
 �����	� L � ����� N. 2�����	�, ��� �
���� �����-
	���� �
��	 2, KM = 8 ,  MNK +  KML = 4  LKM.  �
����� 
�
�
���!	�� MN.   

� 3222. $ ������!	��� ABC ��� C �
��	 120º, 
 ����������
  
��
 C �
�	
 3. 2�����	�, ��� AC : CB = 3 : 2. �
����� �
	�	� ��
 3 
� �����	� BC. 

� 3225. &���
	
 AM � �����
 CH �
�	������		�� ������!-
	��
 ABC (AB = BC) �������
���� � ����� K. �
����� ����
�! 
������!	��
 ABC, ���� CK = 5, KH = 1. 

� 3244. $ �����	���! �
����
 5 ����
	 ����������!	��  
ABCD, � ������� ��� D ������, AB : BC = 3 : 4. �
����� 
�������� ����������!	��
 ABCD, ���� �� ����
�! �
�	
 44. 

� 3313. $ �����	���� �������	� ����� A� � BD, �������
�-
����� � ����� E, ������ �
�
���!	
� � �����	����, ��������
� 
����� ����� B, �
�
����!	
 AC. �
����� ����
�! ������!	��
 
BCE, ���� ������	�, ��� EA : DA = 3 : 4 � SDCB = 16.  

� 3318. R���������!	�� ABCD ����
	 � �����	���!. B�
�-
	
�� A� � BD �����	�������	� � �������
���� � ����� K. 
2�����	�, ��� AD = 5, BC = 10, BK = 6. �
����� ����
�! �������-
���!	��
 ABCD. 

� 3343. $ �
�	������		�� ������!	��� ABC (AB = BC) 	
 
������ BD �
� 	
 ��
����� �������	
 �����	���!. R���� ����� A � C 
� �����	���� �������	� �
�
���!	�� AM � CN, ��������	�� 
������� �������
���� � ����� O. �
����� ��	���	�� AB : AC, 
���� OM : AC = k  �  �����
 BD ��	!�� ��	��
	�� AC.  
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5 ! � � ! � 

3125. 2,4.   3194. 80 3 .   3202. 2 30 .   3220. 
�15sin

2  ��� 
�105sin

2 .    
 
 

3222. 3 /4, 5.   3225. 30.   3244. 14 + 6 5 .   3313. 9.  3318. 55.   
 
 

3343. 
2
1

1
15

�
�

k
k .    

 
9$������ ������� ������ 

 
3125.  9. 3194.  4, 10, 19.  

3202.  9. 3220.  5, ������
 ��	����. 

3222.  &���� ����
���. 3225.  10, �������. 

3244.  4, 17. 3313.  4, 5, 9. 

3318.  3, 22. 3343.  9, 14, 24. 

 
9$������ �!����� ������ 

 

3125.  AD : DC = 2 : 3. SABD = 2/5 SABC. 
 

3194. SAMNB = AK · NK, �� NK = 5 3 . SABC = 16/15 SAMNB, �
� �
�   
� CMN � � ABC. 

 

3202. CD : CK  = 13 : 7.  DK2  = 169 k2 – 49 k2 = 120 k2, k > 0. 
2� � ADK: 120 k2 + 169 k2 = 172.  AD = 13, DK = 2 30 .  
 

3220.   LKM =  NML �
� ����
		�� ��� � ��� ����� �
�
-
���!	�� � ������. B
��� � � KMN �����	��! ������� � ����� 
���� ������!	��
 � ��	����.  

$�����	� ��
 ����
� �
�������	�� ����� M � O ��	������!	� 
������ KL. 

 

3222.  SABC = SBCL + SACL. BC = 5. BD � AC. 2� ��������!	�� 
������!	��
 ABD  tg  A = BD / AD. 
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3225.  MN – c���	�� ��	��, MD � AB. � A�H � � NMD. MD = 3, 
DN = x, AH = 2x.  

� AHK � � ADM. AN = 5x = MC = MB. 2� � MDB (BD = 4x, BM = 
= 5x, MD = 3) x = 1. AN = 5. SABC  = AN · CH = 5 · 6 = 30. 

 

3244.   B =  D = 90º. AC = 10, BC = 8, AB = 6, BC + AB = 14.    
SADC = 44 – 24 = 20.  AD · DC = 40.  

AD + DC = - .2DCAD �  = DCADDCAD ��� 222  =  

= 402100 ��  = 180  = 6 5 . PABCD = 14 + 6 5 . 
 

3313.  � AED � � BCE. ADB =  BDC =  ACB. � (D� � � BEC 
(���##����	� ������� �
��	 ¾).  

 

3318.  CK = 8. AK = x, DK = 225 x� . AK · KC = AK · KD, x = 3. 
AC = 11, BD = 10.  SABDC = ½ AC · BD = 55.  

 

3343. ( �  BD = OD – OB, �� OB = OM2 : OD ).  
          ( �  BD = 2r, �� r = S/p, S – ����
�! ������!	��
 AOC,   
                   p – �� ������������, DI = r ). 
          ( �  J.�. AO : AD = b(2k +1) : b = 2k +1, �� OI : DI = 2k +1). 
 



                                              �  � � �  8 
 

                                 ���������� � !"����� 
 
 
 

8.1.  ����
�����#$ ����
 
 

 
&���� ��������� �����!���
�! �������
 
����� � 
	
���
. >	 

��
��
� ������� 	�������!��$ ����
�� ���������, ��'�����!��$ 
����� ������$ ���
�. ���������� 
	
�������
�!, �
� �� �����	-
	�� ������� ����� ���������!�� ������	
�� �����, ������� �����!-
������ ��� ����
���	�� ��
�	�	�� ������ � �����	�����, �����-
��	�� �
�����	��. K##�����	� �����
���� � ������	��.  

 
+������� ��	��	�� ������������� �����	��. 
 

+���! 	
 ��������� �
	� ����� A (x1; y1), B (x2; y2) � ��� ������      
y = k1 x + l1,  y = k2 x + l2, ������� ������ ���##����	��  k1 �  k2. 

 

1. AB = 2
12

2
12 )()( yyxx ��� – �
�����	�� ����� ����
�� A � B.  

2. (x – a) 

2 + (y – b) 

2 = R 

2 – ��
�	�	�� �����	����  8�� ( M (a, b), R ). 
3. y = k (x – a) + b – ��-� ������ c ��. ���#. k, ���������� ����� �. M (a, b). 

4. k = 
12

12

xx
yy

�
�  = tg � – ��. ���#. ������ AB, ���
������ ��� � � ��!� ox. 

5.
12

1

yy
yy

�
� =

12

1

xx
xx

�
� – ��
�	�	�� ������, ���������� ����� ��� ����� A � B. 

6. k1  =  k2,  l1  � l2  –  ������� �
�
����!	���� ���� ������. 
7. k1k2 = – 1          –  ������� �����	�������	���� ���� ������. 

8. tg / = 
21

21

1 kk
kk

�
� – �
	�	� ��
 ����� ����� �������
������� �������.   

9.  x =
(
(

�
�

1
21 xx , y =

(
(

�
�

1
21 yy – ����	�� ������
 AB � ��	���	�� ( > 0.   

10.  x = 
2

21 xx � ,  y = 
2

21 yy �  – ����	�� ������
 AB �����
� (( = 1). 

11.  + = 
22

00

ba

cbyax

�

��  – �
�����	�� �� �. M (x0, y0) �� ������ ax + by + c = 0. 
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116. E�����	
�� ���� �����	 �������� �	�����!	��
 
�������� ������ ����
��. B��
����, ��� �� ����
�! ���
�
��-
�� �
���	
�!	�� ������.    

.������
�!���� 
 

+���! X1… X8 – �������� �	�����!	��, �����	� ������� 
����� ���������		�� ������	
��. 

$���
 ���������� ������
-
��� �� ��������!	�� ABCD.  

+���
�! �	�����!	��
 �
�-
	
 �
�	���� ����
��� �����-
���!	��
 ABCD � ����� ���-
�
��� ���� #���, ������� 
�����	��� �	�����!	�� �� 
��������!	��
. K�� #���� 

�������� ���� ��������!	��� ������!	��
�� (�
� X1BX2), ���� 
��������!	��� ��
������� (�
� X6EDX7), � #�����
� ��� �����-
��	�� ����
��� ������� �����!������ ���	� �
����� ������!-
	����, ���	� ��	��
	�� � ����� ��
�����. +��������		�� ����-
��	� � ���	� �����	 ��������!	��
 ������������ �
� ������ 
�
�	����� ��������������� ������	
� �����	 � �������� 	
��-
�
�!	��� ����
��. @	
���, ����
�� #��� – �
���	
�!	�� ����
, 
� ����
�! �	�����!	��
 ���
�
���� �
���	
�!	�� ������.

117. (/ 3491). �
 �����	
� AB � AD ��
��
�
 ABCD ����� 
����� � � M �
�, ��� 3AK = 4AM = AB. B��
����, ��� ����
� KM 
�
�
���� �����	����, ����
		�� � ��
��
�. 

 

.������
�!���� 
 

$������ 	
�
�� ������� ������	
� 
� ����� P – c�����	� AD. +���! ��! 

������ �������� ��	�� O ����
		�� 
�����	����, 
 ��! ����	
� – ����� M, A 
� D. G��� O (6, 0), �� M (0, 3), K (4, 6).  
   %�������, ��� ����
� KM (y = ¾ x + 3) 
� ����
		
� �����	���! ( (x – 6)2 +           
+ (y – 0)2 = 6 2 ��� x2 – 12x + y2 = 0 ) 
����� ���	����		�� ����� ����� X.  

x 2 – 12x + (¾ x + 3) 

2 = 0,  (5/4 x – 3) 

2 = 0,  x = 12/5,  y = 24/5.    
2�
�, X (12/5, 24/5) – ����
 �
�
	��, �.�.�.  (C�. �
�
�� 58). 

O 

K 

6 

3 

4

X

118.
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118. (/ 3559). $	���� ��
���!	�� ������!	��
 ������� 
����
, ��
��		
� �� �� �����	 	
 5, 6 � 7. �
����� ����
�! ���� 
������!	��
. 

 

*
#
��
 
 

+���! 3B = BC = AC = a, A (0; 0) – 
	
�
�� ������� ������	
�, ��! 
������ 
������� �������� �����	� AC, 
 ��! ����-
	
� �����	�������	
 ��. J��
 C (a; 0),    

B (
2

3,
2

aa ),  M (x;  y) – �
		
� ����
.  

J
� �
� �� ������� AM = 6, �M = 7, �� 

AM  = 36, CM  = 49 � ���	
 ������
 ��
�	�	�� 
01

0
2
3

���

��

49)(

,36
22

22

yax

yx
, 

�� ������� 	
�����, ��� a2 – 2ax = 13,  x = (a2  – 13) / 2a. 

BM = 5, ������� BM 

2 = 25 � 25)
2

3()
2

( 22 ����
ayax , x2 – ax + 

+
4

2a + y2 – ay 3 +
4

3 2a = 25. J.�. x2 + y2 = 36, �� 11 + a2 = ax + ay 3 , 

y = 
32
35

3
2

1311

3
11 2

2
2

2

a
a

a

aa

a
axa �

�

�
��

�
�� .  < (

32
35,

2
13 22

a
a

a
a �� ). 

 

 
E�����	
�� ����� < ���
��	� ����� �
�
���� a, ������� ��� 

�
� ������!���
����! ������ ��
�	�	��� �������, ����
��� 	�-
��� ��
�	�	�� ��� 	
�����	�� ��
��
�
 �����	� ������!	��
: 

36 – x2 = y2  ���  36 – 
34

122570
4

16926
2

24

2

24

�
��

�
��

a
aa

a
aa ,  

a4 – 110 a2 + 433 = 0, a2  = 55 + 36 2  (�	
��	�� a2  = 55 – 36 2  
��	� 	� ��������). $������� ������� ����
�! �� #������ 

4
32a , ������� 

4
636355 � .   

8��
�: 
4

636355 � . 

5 

6 7

 2  2
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(� +����	�	�� �������
). 
 
 

+���! MB = 5, MA = 6, MC = 7. 
$����	�� ������� ������!	��
 

BMC ����� �����	� C 	
 60�, ��� 
������� ����
��� �����	� CB � CA. 
G��� D – ���
� ����� M, �� c���
��� 
�
��� CM, CD � BM, AD. 

C����	�� ����� M � D, ������ 
�����	� ���
���
������ ������!-
	����. U CMD – ��
���!	�� �
� 
�
�	������		�� (CM = CD) � ���� 
60� (��� �������
) ��� �����	�.  

@	
���, � U AMD ������	� ��� �����	�: MD = 7, AD = 5, MA = 6 
(�
�����, ��� �� ���	� �
�	� �
		�� ������
�, 
 ��� – ��
� � 
����� �����	�� � ����� M, ���	!��		�� 	
 60�). 

SABC = 
4

32AC .  AC2 �����! ���	� ��������! �� U AMC �� ���-

���� ����	����, �����
�����!	� 	
��� cos �, �� � =  AMD. 

cos � = .
7
5

762
254936

�
��
��   sin � = 

7
62

49
251 ��  (� < 90�).  

cos (60� + �) = 
7

62
2
3

7
5

2
1

��� = 
14

265� .  2����: AC2  = 36 + 49 – 

– 2 � 6 � 7 �
14

265� = 55 + 36 2 .   SABC = 
4

636355 � .  

 
����
����
. $ �������� ������!	��
 ������	
 �
��
�� ���	
0: ���� � 

��������� ��
���!	�� ������!	��
 ABC ������� ����
 M, �� ������� MB, MA, 
MC ���� ������! �����	
�� 	�������� ������!	��
 (���	 �� �������� �
��	 
����� ���� ����� ���
 � ���!�� ���
, ���
 ����
 M ���	
������ ����
		�� 
�����	���� ������!	��
 (��. �
�
�� 72).    

 
 

119. �
 ��
�	
�� AC ��
��
�
 ABCD ����
	
 ����
 M. 
+���
� BM �������
�� �����	� AD � ����� E, 
 ����
�, �����-
���
� ����� ����� M �
�
����!	� BD, – � ����� F. B��
����, ��� 
����
� FC � ����
�, ��������
� ����� ����� E �
�
����!	� 
��
�	
�� AC, �������
���� 	
 ��
�	
�� BD. 

5 

5 

6 7

7
D

120. 
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.������
�!���� 
 

$������ ������� ������	
� 	
 
��������� c 	
�
��� � ����� O 
��������	�� ��
�	
��� ��
��
�
 
�����, ������� �� ������
�, � 
���	��	�� ��������, �
�	�� ��-
����	� ��
�	
��. J��
 A (0; –1),   
B (–1; 0), C (0; 1), D (1; 0), M (0; a), 
�� a – �
�
���� (–1 < a < 0). 

$������� ������	
�� ����� K 
�
� ����� ��������	�� ������ FC 
� BD. MF`BD � F � AD, ������� 

����	
�
 ����� F ����
�
�� � ����	
��� ����� M, 
 �� 
������
 
������������ �� ��
�	�	�� y = x – 1 ������ AD � �
�	
 a + 1, �.�.  

F (a +1; a). %�
�	�	�� ������ FC ���!: 
0
1

1
1

�
�

�
�
�

x
y

a
a , y = x

a
a

1
1

�
� +1. 

%�
�	�	�� ������ BD  y = 0, ������� x
a
a

1
1

�
� +1 = 0.  

>����
  x = 
a

a
�
�

1
1  � K (

a
a
�
�

1
1 ; 0). 

J����! �������� 
������� ����� E. G��� �	
 ����
��� � 
��-
������ ����� K, �� ��������	�� ����� ���
�
	�, �.�. EN Y AC.  

%�
�	�	�� ������ BM ���!: 
1
0

10
0

�
�

�
�
�

x
ya ,  y = ax + a. %�
�	�-

	�� ������ AD  y = x – 1. >����
  ax + a = x – 1,  x = 
a

a
�
�

1
1 .  

C������� ����� K � E ����
��, ��� � ������
���! ���
�
�!. 
 
120. (/17.076). $ �
�	������		�� ������!	��� ABC (AB =    

= BC) �������	
 �����
 BD. < – �������� ����� D 	
 �����	� AB, 
����
 K – ������	
 ������
 DM, N – ����
 ��������	�� ������ BK 
� MD. B��
�
�!, ��� ���  BN�  �
��	 90�  (��. �
�
�� 73). 

 

.������
�!���� 
 

2����!���� ��������� MB : MD = MD : MA ��� ��������	�� 
������	
� �����. +���! MB = b � 2( – ���������!	�� ���#-
#����	�. J��
  MD = MB � 2( = 2(b,   MA = MD � 2(  = 4(2b. 
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G��� < – 	
�
�� ������	
� � ���� 
MD, MB c����������		� ���������!	�� 
������� 
������ � ����	
�, �� M (0; 0), 
B (0; b),  D (2(b; 0),  A (0; – 4(2b).  

E�����	
�� ����� C � K 	
���� �� 
#�����
� ��� ������	
� ������	� ��-
����
: K ((b; 0), C (4(b; 4(2b). 

$������� ������ ���##����	�� 
������ BK � MC:  

 kBK  = 
((
1

0
0

��
�
�

b
b ,  kMC  = (

(
(

�
b
b

4
4 2

. 

2�
�,  kBK � kMC  = –1, ������� BK � MC,  BN� = 90�, �.�.�.  
 

(� +����	�	�� ��������). 
) )(( DKBDACMABKMC ����  = BDMA �  + BDAC �  +  

+ DKMA �  + DKAC �  = BDDAMD �� )(  + 0 + 0 + DKAD �2  =  
= BDMD �  + BDDA �  + ADDM �  = DBDM �  + 0 + ADDM �  = 
= ABDMDBADDM ���� )(  = 0. >����
 BK � MC,  BN� = 90�. 

 

(� +����	�	�� �����	����!	�� �������	�� � �������). 
+������� CP � AB. DM Y CP � 

D – ������	
 AC, DM � CM ����
� 
����	�� ��	��� � ����
	�� U ACP 
�����������		�. U ACP � U DBM, 
�.�. ��� C � B �����	��� ��� A 
�� ������. ?����	� ��
�
		�� 
���� ��
��	� �����	�������	�: 
AC � BD, PC � BM. @	
���, ����-
�������		�� ����
	� CM � BK 
��
��	� �����	�������	�, �.�. ��� 
BN� – ������, �.�.�. 

&��	� �
��������! ������� ������!	��
 ACP ����� ����� P 
	
 90�, ��� ������� �����	
 A �������� � A!, �����	
 C – � C'    
(�! � AB, A! � CP), 
 ����
	�  C'M' � BK ��
	�� �
�
����!	���. 

@
����� �
���, ��� ����� �, D, N, P, B ���
� 	
 ����
		�� 
�����	���� ������!	��
 CBD. 

 

(?�. �
�
�� 71-73, 67.2, 115, �
�
�� �
�� 9). 

K 

K 
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8.2.  !�%����#$ ����
 
 
$�����	�� ����� ����	�� ��
	������������ �
�
� ������� � 

�����	�	�� ���	�� 
��
�
�
 ������	�� 
����� – �
����
 �
��-
�
����, ����
���� �������. 

>	 �##������	 � �
�
�
� 	
 �������	�� �
�����	�� � ����, 	
 
���
�
���!���� �
�
����!	���� � �����	�������	���� ������, 
���	
����	���� ���� ����� ��	�� ������, ������������� ���-
����� � 	��
��	���. ( �
#
���� ��	��!��0� �
��
���
���
 ��
�
-
��� � ���������
 ���

 �
������
 ������#
���. 

 

(?
��
���
���
 ��
�
���: ��
���
 ������!	��
, �
�
������
��
 � �	��-
���!	��
 �����	�� ��������, �����
	�� ��������, ������������	�� �������, 
�����	�
�	�� �������, �
�����	�� ������
 �� �
����, ��
���	�� ���������	��, 
���	��	�� �������, ������	
�	�� ������� (����); �������� 	
� ������
��, 
�
�
		��� ������	
�
�� � �.�.). 

 
5"������ ��$!����� "��!��#���� �� ���"$�"!� 

 

1. 0�AA  –  	������ ������.    
2. BAAB ��  –  ������������	�� �������.    
3. ACBCAB ��  –  ��
���� ������!	��
  ( baba ���  ). 

4. OCOBOA ��  – ��
���� �
�
������
��
 (AOBC – �
�
�.). 
5. �nAA1 �21AA �� ...32 AA nn AA 1� – ��
���� �	�����!	��
. 
6. �21AA �� ...32 AA nn AA 1� = 0  – 	���������� � ����
���	�� 

������� ���, ����� ����� A1 � An ����
�
�� (��� ���
	
� 
A1A2…An  ���
 �
��	����). 

7. ( a  + b  + c )2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2 a b + 2 a c  + 2b c . 
8. ABOAOB ��  –  ��
���� �����
	�� ��������. 
9.  akb � – ����	
� �����	�
�	���� �������� a � b . 
10. BAkBC � ; OBkOAkOC )1( ��� ; OBpOAkOC ��  (k + p = 1) – 

	���������� � ����
���	�� ������� ���	
����	���� ���� 
����� A, B � C ��	�� ������ (O – ��������!	
� ����
). 

11.  byaxc ��  – �
�����	�� ������
 c  �� ���� 	������	�
�	�� 
������
� a  � b . G��� byaxbyax 2211 ��� , �� x1 = x2 � y1 = y2 –  
���	����		���! �
��� �
�����	��. 
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12. OM = ½ ( OBOA� ), �� M – ������	
 ������
 AB (O – �����-
���!	
� ����
); MBAM � . 

13. OX =
nm

n
�

OB
nm

mOA
�

� , �� AX : XB = m : n, X � 3B;  

     OX = 
k
OBkOA

�
�

1
 , �� AX : XB = k (k P – 1), X � 3B – ����	��  

      ������
 � �
		�� ��	���	�� (O – ��������!	
� ����
). 
 

14. ���� baba cos / – ��
���	�� ���������	�� �������� a  � b .  

cos / = 
ba

ba

�

� .  �� ba / = 90�. 

15.
22

aa � – ��
���	�� ��
��
� ������
 �
��	 ��
��
�� �� ���	�. 

16.  
222)( baba ���   ���  bababa ������      . 

17.  OM = � ( OCOBOA �� ), �� M – ��	����� ������!	��
 AB�.    
18.  MBMA� + 0�MC , �� M – ��	����� ������!	��
 AB�. 
19.  B�� ����� ���� ����� A, B � C :  AB2 + A�2 – B�2 = 2 ACAB � . 
20.  B�� ����� ������� ����� A, B, C � D :  
       AB2 + �D2 – AD2 = 2 ACAB � – B�2  = 2 DBAC � . 
21.  a1 = x2 – x1, a2 = y2 – y1 – ������	
�� ������
 );( 21 aaa , ����-

��� 	
�
��� ����� A1 (x1; y1), 
 ��	��� ����� A2 (x2; y2). 
22.  2

2
2
1 aaa �� – 
������	
� ������	
 (���	
) ������
 );( 21 aaa . 

23.  ) ;( 21 aaa + ) ;( 21 bbb  = ) ;( 2211 babac �� – ����
 ��������. 
24.  ) ;( 21 aaa – ) ;( 21 bbb  = ) ;( 2211 babac �� – �
�	���! ��������. 
25.  )j ;j(  j) ;( 2121 aaaa �� – ���������	�� ������
 	
 ����� (. 
26.  a1b1 + a2b2 – c�
���	�� ���������	�� ���� �������� ) ;( 21 aaa �  
      ) ;( 21 bbb ;   a1b1 + a2b2  = 0 � ba � .   cbcacba  )( ������ . 
27.  a = 21 eyex �  – �
�����	�� ������
 ) ;( 21 aaa  �� ������	
�	��  
       ������
�   1)  ;0(   0),  ;1( 21 ee (���
�). 
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B�� ���
��	�� ������	�� ������� ����	�� �
�
� �
�	� ����! 
������������ ����������
�! ��	��	�� ������	�� ����	���	��.  

 
 

 

	�$!����� "��!��#���� 
 
 

 

+����!����"$�� �"!��$������ 
 

CDkAB  �  (k P 0) AB Y CD 

ABkAC  �  (k P 0) C � AB 

ONOM  ��  J���� M � N c��������	� ��	�-
�����!	� ����� O. 

MBMAMN ��  J���� M � N c��������	� ��	�-
�����!	� c�����	� ������
 AB. 

AXkAY �  Y = )(XH k
O – �������� � ��	���� 

O � ���##����	���  k. 

DCAB � ;   ADABAC �� ;  
ODOBOCOA ���   

R���������!	�� ABCD – �
�
�-
�����
�� (O – ��������!	
� ����
). 

 

BCADBCAD ���  R���������!	�� ABCD – ��
��-
���, � ������� AD Y BC. 

OM = � ( OCOBOA �� ); 
0��� MCMBMA   

M – ��	����� ������!	��
 AB� 
(O – ��������!	
� ����
). 
 

 
OCOBOAOH ���  

H – ������	�� ������!	��
 AB� 
(O – ��	�� ����
		�� ���.). 

0��� OCOBOA  U ABC – ��
���!	�� (O – ��	�� 
������!	��
). 

0��CBCA ; 
0

2
��� CACAAB  

U ABC – ��������!	��  
( � = 90�). 

22
BCAC � ;   ACABAB �� 2

2
 U ABC – �
�	������		�� (AC = BC). 

�MN ½ AB  
MN – ����	�� ��	�� U ABC (M � 
N – ������	� �����	 AC � BC). 

 

2222 22)()( bababa �����  
C���
 ��
��
��� ��
�	
��� �
-
�
������
��
 �
�	
 ����� ��
-
��
��� ���� �� �����	. 
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?�
�	��
� ������	�� ����	�� � ������, ����	��������, �
� 
��
����, 	����	��	���! ������. ?�
�	��� �
��� �
�	�� ����	�� 
���� �
�
�: �
�
�� �� ����	��
 �������� [5, �.56], � ������� �	
 
������������ �����	�	�� ��
���	�� ��	���	�� �������� � ��-
��	�� �
�
�, � ����
		�� � 	�� �
�
�� �� ������� [25, �.123].  

 
$ �
�	������		�� ������!	��� ����
	�, �������		�� � ������� �����	
�, 

��
��	� �����	�������	�. �
����� ��� ����� �������� �����	
�� ���� 
������!	��
.      

 

+���! AB = AC � ������!	��� ABC.  
&���
	� BB1 � CC1 �� ������� �����	��-

�����	�, ������� 011 ��CCBB  (1). 

L
������ ������� 1BB  � 1CC  �� �
���	�� 
������
� ABp � � ACq � . 2����:  

pqABABBB ����
2
1

11 , 

qpACACCC ����
2
1

11 .  

?��
�	� (1):  ( pq �
2
1 )( qp �

2
1 ) = 0, qppqpq �����

22

2
1

2
1

4
1  = 0,  

22

2
1

2
1

4
5 pqpq ���  = 0. >���	
��� qp � = m, ��� ����� �����-

�
�� p  � q  ����� /, ������!������ ��������	��� ��
���	�� 

���������	��: 22 cos
4
5 mm �/ = 0. >����
 cos / = 0,8 (/ 	 37�).    

 

(� +����	�	�� ����	�������).  
+���! AN – ����
	
, ����������
 � �����
,  BA� = /. J��
  

 BAN = //2;  BMN = 90� : 2 = 45� =  MBN � BN  =  MN. 

2����: tg 
2
/  = 

3
1

��
AN
MN

AN
BN , �.�. MN = �AN �� �������� 

����
	 ������!	��
. / = 2arctg
3
1
	  37�.  

( cos / = (1 – tg2

2
/ ) : (1 + tg2

2
/ ) = (1 – 1/9) : (1 + 1/9) = 0,8). 
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�
 ��������� �
	� ����� A � B. �
��� �	������� ����� C ���� ��������� 
�
���, ��� ����
	� ������!	��
 ABC, �������		�� �� �����	 A � B, ��
��	� 
�����	�������	�.  
 

$����� ��������!	�� ������� ������-
	
�, �
� ���
�
	� 	
 ����	��. $ ���� ������� 
����� A � B ����� ������	
��: A (0, 0),        
B (a, 0), �� AB = a. >���	
��� (x, y) – ����-
��	
�� ����� C.  ?�����	� B1 � A1 �����	 AC 
� BC ������!	��
 ABC ����� ����! ������-

	
��: B1( 2
,

2
yx ), A1( 2

,
2

yax � ).  

J��
 1BB  = (
2

,
2

yax
� ), 1AA  = (

2
,

2
yax � ). J
� �
� 1BB  � 1AA , 

�����
�� ��
�	�	��: 0
422

2

���
�
�

�
�
� �

� yaxax , ��
�
�

�
�
� �

2

2
ax  y2  = 

4
9 a2.  

@	
���, ������� �	�������� ����� �������� �����	���! � 

��	���� O � ������	� ������
 AB � �
������, �
�	�� AB
2
3 (��� 

���� ����� ��������	�� �����	���� � ������ AB).  
 

                                          (� H������������� ����	��).  
 AMB = 90� (M – ��	�����).  
+� �
���
���!	��� �������� �����-

	���� .�.�. ���� �����	 ������ ���� 
(��	�������) ����� �����	���!, ����-
���		
� 	
 ������� AB �
� 	
 ��
����� 
(��� ����� A � B). @	
���, �
���� ����� 
M ������������� ���	����		
� ����
 C. 
G� ������	�� 	
 ���� OM ��	��	
�	� 
������������ ��������� ����
	 �����-
�!	��
: CM = 2 OM.  

J
��� ���
���, ���� AB = a, �� OM = a/2, CM = a, OC = 3a/2 � 
������� .�.�. – >�� (O, 3a/2) ).  

 
3��������� �
#
���, 	�����
, ���, ����%
 �����, �����
��
 

�
������� �
#
��$ � ������ �
����
����. (
������$ �		����, 
��	��!��� ����
 ���
�����
���
 ��
�����, ��

� ���� 	�
���-
%
����, ����
��� � �������� �������.  

O  

A   1

B1

O  

M
a   

a/2
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121. B��
�
�!, ��� c��������� ������!	��, �����	� ������� 
�
�	� � �
�
����!	� ����
	
� �
		�� ������!	��
. 

 

.������
�!���� 
 

   +���! AA1, BB1, CC1 – ��-
��
	� ������!	��
 ABC. 

>� ��������!	�� ����� 
��������� D ������� ���-
��� DN, �
�	�� ������� 
AA1. @
��� �� ����� N – 
������ NP, �
�	�� ������� 
��1 � �� ����� P – ������ 

PK, �
�	�� ������� BB1.  
+������ �
�	�� �����: ��� PKNPDN 111 BBCCAA �� .  
�� 111 BBCCAA �� = 0  (�� ����	���	�� 2 �1MC MBMA�  

�������, ��� 0
3
2

1 ��� BMAMCC  ��� 0
3
2

3
2

3
2

111 ��� BBAACC ), 

������� � ��� PKNPDN 0 .  
?�����
���!	�, ����� K � D ���	���0� (��. ����	���	�� 6) � 

U DNP – �������. 

122. �
 �����	
� BC � CD �
�
������
��
 ABCD �������	� 
�	��	�� ���
��� ��
���!	�� ������!	��� BCK � DCL. 
B��
����, ��� ������!	�� AKL – ��
���!	��. 

 

.������
�!���� 
 

$�����!������ �
��� �����	��-
��� � ������	�� ����	���  ������
-
���
	��� – 	�������� �
����� �� 
�������$ ���. +�� �������� 	
 ��� 
������	�� 60� ����� ����� 	
�
�
 
������� LC  � CK  ��������� � ���-
���� LD  � CB . J
� �
� CB  = DA , �� 
������ LK  (����
 �������� LC  � 

CK ) �������� � ������ LA  (����� �������� LD  � DA ). 
J
��� ���
���, LK = LA � ������!	�� ALK – �
�	������		�� 

� ���� ��� �����	� 60�, �.�. ��
���!	��, �.�.�. 

( )K

A   1B   1

C1

D

K 

L 

123. 

124. 



121. 

122. 
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123. �
 �����	
� CA � CB ������!	��
 ABC �	� �� 
�������	� ��
��
�� CAA1C1 � CBB1C2. B��
����, ��� ����
	
 
������!	��
 CC1C2, �������		
� �� �����	� C, �����	�������	
 
�����	� AB � �
�	
 �� ������	�. 

 

.������
�!���� 
 

CM = ½ ( 21 CCCC � ). 
+�� �������� 	
 90� ������ 1CC  

�������� � ������ CA , ������ 2CC  � 
CN , �
�	�� CB �  (������� ���������-
���	�, �.�.  BCN = 180�), 
 ����
 
�������� 21 CCCC �  � ������ CA CB � , 
�
�	�� ������� BA . 2����: 
( 21 CCCC � ) � BA , �.�. C< � AB. E���� 

���, 21 CCCC �  = CMBA  2 � . >����
 

�������, ��� C<  = ½ AB. 

124. (/ 2507). O – ��	�� ��
���!	�� n-���!	��
 A1A2A3…An, 
X – ��������!	
� ����
 ���������.  


) B��
����, ��� �S 0...321 ����� nOAOAOAOA ; 
�) B��
����, ��� XOnXAXAXA n �����   ...21 . 
 

.������
�!����   
 

A1  

A2  

A3  

A4  

A5  A6  

A7  

A8

A9  

A1  

A2  

A3  

A4  

A5  

A6  

A7  

A8  

O O

  A 1
C  1

B1  

C2

N
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) B��
��� #������ ��� ��	�� ���	�� � ��	�� 	����	�� 
�	
��	��� n. $ ����� ����
� ���
�
���!���� 
	
����	�.  

 n = 8. ? ������ ��������� ��
���!	�� n-���!	��
 ��	�-
�����!	� ��	��
 O �
���!�� ����� 	
 4 �
�� ������������	�� 
��������, ��	
 �� ������� 1OA , 5OA  ������	
 	
 ����	�� ����
. 
�S ( 1OA + 5OA ) + ( 2OA + 6OA ) + ( 3OA + 7OA ) + ( 4OA + 8OA ).  

�� ����
 ������������	�� �������� �
�	
 	���, ������� �S 0 . 
 

n = 9. $ ����
�, ���
 ����� �����	 	����	�, �
�������� 
������ ��������� ��
���!	�� n-���!	��
, 	
������, ��	���-
���!	� ������ OA1. 4 �
�� ��������, ��	
 �� ������� 92  , OAOA  
������	
 	
 ����	�� ���
�
, ���������	� ��	������!	� ���� 
������. @	
���, ����
 �������� �
���� �
�� – ��� ������, �����-
	�
�	�� ������� 1OA . 2����:  
�S 1OA + ( 92  OAOA � ) + )( 83 OAOA �  + )( 74 OAOA �  + )( 65 OAOA � =      

= 1OA + x1 1OA + x2 1OA + x3 1OA + x4 1OA = (1 + x1 + x2 + x3 + x4) 1OA =        
= x 1OA , �� x1, x2, x3, x4, x – ���##����	��. 

L
�������� �����! ������ ��������� ��	������!	� ����� 
������, 	
������, OA2, 
	
����	� �������: �S  y 2OA . 

>����
 x 1OA = y 2OA � x = y = 0 � ���� ���	����		���� �
���-
��	�� ������
 �� ���� 	������	�
�	�� (������
 S  �� 	������-
	�
�	�� ������
� 1OA � 2OA � 	
��� ����	��).  

?�����
���!	�, �S 0 , ��� � ������
���! ���
�
�!. 
 
( � +����	�	�� �������
 ������
). 

$����� �S 4
�

n

i
iOA

1

 ��� �������� 	
 )3( 360
�

� n
n

��������� �
� 

� ����, �.�. ��� ���� �������� ������ 1OA ��������� � ������ 2OA , 

2OA � 3OA , …, nOA � 1OA .  
J
��� ��������� ����� ���
�
�! ���!�� 	��!-������.

�) 2����!��� #������ 
), ���
���� ������	�� ����	���	�� �) 
�
���������!	�. 

125. 

126. 
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125. (?
��
�� G
$���'�). B��
�
�!, ��� ��� ����� ����� P 
��������� PA2 + PB2 + PC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3PM2, �� ����
 
M – ��	�� ������� ������!	��
 ABC. 

 

.������
�!���� 

+� ��
���� ������!	��
 �
����� �����: 
MAPMPA �� ,  MBPMPB �� ,  MCPMPC �� .  

$������ ��� �
��� �
��	��� � ��
��
� � ������ ��, �������: 
222

PCPBPA �� = 
222

MCMBMA �� + 2 )( MCMBMAPM ���  +        

+ 3
2

PM . J
� �
� ��
���	�� ��
��
� ������
 �
��	 ��
��
�� �� 
���	� � ����� ����� ������	�� �
��	���� 0��� MCMBMA  
(����	���	�� 18), �� ������
 ���
�
	
. 

126. (/ 17.063). $ ������!	��� ABC ����
 N ����� 	
 �����-
	� AB � AN = 3NB. &���
	
 AM �������
���� � �N � ����� O. 
�
��� AB, ���� AM = CN = 7 �  NOM = 60�.   

 

*
#
��
 
 

)  (½ ACABAM �5� – c���	���	�� 12. 

2 CNABABNCANABAM ������ 4
3 . 

>����
 2 ABCNAM 4
7�� . $������� � 

��
��
�.  4 CNAMCNAM ��� 4
22 2

16
49 AB� . 

+������� � ������� ��������, �������: 
AB2 = 49

16 (4 � 49 + 49 + 4 � 49 � ½ ) = 16 � (4 + 1 + 2). 

                                     C�����
���!	�, AB = 4 7 .    8��
�: 4 7 . 
 

(� +�������� MK Y CN � �����	��� ������� ����	���� �         
U AMK, ������
�, ���  AMK = 120�,  MK = 7/2,  AK = 7/8 AB). 

 

����
����
. �������� 	
 �������� ������ ����	��, ����	�� �
�
�� 
������	�� ������� 	
��� �����. w�	�, ��� 	��	� �������! �
�����	�� 

CNyAMxAB �� , �.�. �
�
	� ���	� �������� ���� �
���	�� �
�� � ������	
 
��
 ����� 	���. B����	����!	�� �������	�� � �
��	� ��
 	
�� ������!! 

%�������!, ��� �	� �����
�� � ������	�� ����	��: )(7/8 MKAMAB �� � �.�. 

O
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127.  B
	 ��
���!	�� �������!	�� A1A2A3A4A5 � ��	���� O. 
$��
���� ������� 543 ,, OAOAOA  ����� ������� 1OA � 2OA . 

 

*
#
��
 
 
9������ �� 	����$ ����
��� 

�0��$ �
���
��$ �
����, � ������� 
�� 	�������� ����
��� �0��� 	��� 
�
������
����� �
������. 

$������ 1OA  � 2OA – 	������-
	�
�	�� �, ������
���!	�, �
�
�� 
�
��� (�. 320) 	
 ���������. R���� 
���
���! ������� 4OA � 3OA ����� 
�
���	��, ������� ���� A4O � A1O 
�� ��������	�� �����������		� �� 

�����	�� A1A2 � ����� < � � �����	���!�, ����
		�� ����� 
��
���!	�� �������!	��
, � ����� N. 

OM � A1A2, A1M = MA2, OM = ½  ( 1OA + 2OA ). OMxOA  4 � (x < 0, 

x  > 1, �.�. ������� ������������	� 	
��
���		��, 4OA  > OM ).  

2� U OMA2  OM = OA2 � cos 36� ( A1OA2 = 360� : 5 = 72�). �� OA4 = 

= OA2, ������� 4OA  = 
2
1

36cos
1

�
�

� ( 1OA + 2OA ) = 
�

�
�

36cos2
21 OAOA . 

33 NAONOA �� . ��ON 1OA  (ON = OA1 �
� �
�����). 3NA = 

2 OAy�  (y > 0, y  > 1, NA3YOA2 (��������! � ����) � ��� ������� 
���	
���� 	
��
���		��). �
���� ���##����	� (������	
��) y.  

2� U NOA3 �� ������� ��	���� NA3 = 
�
��

72sin
36sin3OA = 

�36cos2
2OA . 

@	
���, y = 
�36cos2

1 , 3NA = 
�36cos2

2OA , ��� 13  OAOA
�36cos2

2OA . 

w�	�, ��� 
	
����	� �������: ��� 25  OAOA
�36cos2

1OA .  

8��
�: �� 1 OA
�36cos2

2OA , 
�

�
�

36cos2
21 OAOA , �� 2 OA

�36cos2
1OA . 

($����	��� ��������:  �1OA �2OA �3OA �4OA 05 �OA ). 

O
A   1

A   2 A   3

A  4

A5

�36

128.  

129. 



127.
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128.  �
 �����	� AD �
�
������
��
 ABCD � 	
 �� ��
�-
	
�� AC ����� �
��� ����� K � P, ��� AD = n � AK, AC = (n +1) � AP. 
B��
�
�!, ��� ����� K, P � B ���
� 	
 ��	�� ������. 

 

.������
�!���� 

%�������, ��� BPkBK  �  (��-
��	���	�� 9).  

$ �
�
�� 127 �
��� ��� �
�
	. 
@���! �� �� ��
����
���� � 	���-
��������!� �� �����
. K�
 ���-
�
��� �
�	
, �
� � ����� �����-
�� ������	
�, � ������� ��
���!-
	�� �������
	��. 

*
���	�� ������� ( ba; ) 	
���
�� ������	
�	���, �.�. �	� 
�
�
�� ������ ������� ������	
� 	
 ���������. R���
 x � y � 
�
��	���� byaxc ��  (����	���	�� 11) 	
���
�� ������	
�
�� 
������
 � �
����. 

+���! aAC  � , bAD  �  (	
 ������
� AC, AD �
�
	� ��	���	��).  

J
� �
� 
1

1�
�

n
AP
AC , �� 

1
n

AP
CP

� . BP = ��CBCP a
n

nb
1�

� . 

BK  = AKBA� = CD  + b
n
1  = ab �  + b

n
1  = 

n
n 1� ab � .  

>����
 BK  = 
n

n 1� BP , �.�. k  =
n

n 1� .  

@	
���, 	�	������ ������� BP , BK  �����	�
�	�� � ����� 
����� 	
�
��, ��� ���
���
�� ��������	��.

129. (/ 1351). �
 �����	
� AB, BC � AC ������!	��
 ABC 
����� �����������		� ����� M, N � K �
�, ��� AM : MB = 2 : 3,       
AK : KC = 2 : 1, BN : NC = 1 : 2. $ �
��� ��	���	�� ����
� MK 
����� ������� AN?  (��. �
�
�� 10.3). 

 

*
#
��
 
 

+�� ����	�� ������	�� �������� �
�
�, � ������� ����� 
�
		�� � ������� ������	 ������� ��	���	�� ��������, �� 
�	��� ����
�� ���	� ���!���
�!�� 
��������: 

K 

a

b



$�����	�� �����                                         
_______________________________________________________________________________  
 

 

240

 

1. (�����! �������
 �
����� a  � b . 
2. (�����! �
���
��$ �
���� c . 
3. *�������! �
���� c  	� �������� ( c  = byax � , �
 ���� �� 

������'�
���� x ��� y – ������
 ����#
��
) ����� �	�������      
c  = byax 11 � , c  = byax 22 � . 

4. 5�$�� ������$ ������'�
�� �� ����
�� 
1
2
3

�
�

,
,

21

21

yy
xx

 �������� 


������
�����! ����� ������
���.  
 

1.   a  = CB , b  = CA .  
2.   c  = AM . 

3.  )(
5
2

5
2 CACBABAM ��� =  

      = ba
5
2

5
2

�    (1).  

MKyANxOMAOAM ���� = 
= )( )( AKMAyCACNx ��� =  

= )
3
2

5
2

5
2( )

3
2( babybax ���� = aybybxax

5
2

15
4

3
2

��� = 

= byxayx  )
15
4( )

5
2

3
2( ���   (x – ������� ���##����	�)  (2).  

4.  

0
0
1

00
2

3

��

��

5
2

15
4

,
5
2

5
2

3
2

yx

yx
���

0
0
1

00
2

3

��

��

5
2

15
4

,
15
4

15
4

9
4

yx

yx
. >����
 ,

3
2

9
13

�x
13
6

�x . 

2�
�, ANAO
13
6

� , �.�.  AO : ON = 6 : 7.   

8��
�: 6 : 7. 
 

����
�����. 
) $���� ������
 c  �
��	. B�� ��
�	�	�� ������ 
�
�
��, ����
� c  = KN ��� c  = CO . 

�) +������ ��
�	�	�� ����	�� �
�
� 129 � 10.3 ����� 	� � 
���!�� ������, 	� ������	�� ����	�� ���
�
�� ���	���!�.

3t   

t   

n   n   

m  

m  

K  
O
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L���� ��� ��	� �
�
�� �� �������		��� 
�������, �����
� 
������ c  �����	�
�	�� ��	��� �� �
���	�� ��������. 

 
(/ 3240). J���
 D ����� 	
 �����	� BC ������!	��
 ABC, 
 

����
 O �
�������	
 	
 ������� AD �
�, ���  AO : OD = 9 : 4. 
+���
�, ��������
� ����� �����	� B � ����� O, �������
�� 
�����	� AC � ����� E, ������  BO : OE = 5 : 6.  

�
����� ��	���	��, � ������� ����
 E ����� c����	� A�. 
 

*
#
��
 
 

1.   a  = AC , b  = AB .    2.  c  = AE . 
3.  baxACxAE  0 ���   (1) 
     (x – ������� ���##����	�). 

    OEAOAE �� = BEAD
11
6

13
9

� = 

         = )(
11
6)(

13
9 ABAEBDAB ���  =  

         = )(
11
6)(

13
9 baxBCyb ��� = 

= )(
11
6))((

13
9 baxbayb ���� = ( xy

11
6

13
9

� ) �a ( y
13
9

1113
21

�
�

) b  (2). 

4.   

0
0
1

00
2

3

�
�

�

��

.0
1311

21
13
9

,
11
6

13
9

y

xxy
  >����
 ,

1311
21

11
5

�
�x

65
21

�x , ACAE
65
21

� . 

@	
���, AE : EC = 21 : 44.  8��
�: 21 : 44. 
 
(� +����	�	�� �������).  

+���! AC = b. +������� OP YCD.  

J��
  PC = b
13
4 ,  PE =

5
6 PC = b

65
24 ,  

    EC = b
13
4  + b

65
24  = b

65
44 .  

    AE = b – b
65
44  =  b

65
21 .  

    2����: AE : EC = 21 : 44. 

O 5   n

6n  

9m   

4m

O 5   n

6n  

9m   

4m
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130.  X – ��������!	
� �	����		�� ����
 ������!	��
 ABC, 
O, I – ��	��� �� ����
		�� � ����
		�� �����	�����, H – ����-
��	��, M – ��	�����, a, b, c – �����	�. 

B��
�
�!, ���  0... ���� ��� XCSXBSXAS
XABXACXBC

. 

2����!��� ��� ����	���	��, ���
�
�!, ���: 

) 0   ��� MCMBMA ; 
�) 0  2sin  2sin  2sin ������ OCCOBBOAA ; 
�) 0      ������ ICcIBbIAa ; 
) 0   tg   tg   tg ������ HCCHBBHAA . 
 

.������
�!���� 
 

L
������ ���	 �� ��������, 
	
������ ������ XA , �� ���� 
����� 	������	�
�	�� ������
� 
XB  � XC . R���� ����� A ���-
����� ������, �
�
����!	�� ���-
���
� XB  � XC . >	� ��������� 
������ XB � XC � ����
� K � P. 
+�� ���� ���
������ �
�
�����-
�
�� AKXP.  

 
+� ��
���� �
�
������
��
   

XA = XKXP � = XByXCx   � (x < 0, y < 0).  
�
���� �����! ���##����	�� x � y. 

XC
XPx �  = 

DC
DA  �� ������� � ���������	
�!	�� ������
�. 

��
XBC

XAB

S
S

CN
AM

DC
DA

�� , �.�. ��	���	�� ����
��� ������!	����, 

������� ����� ��	��
	��, �
�	� ��	���	�� �� ����� (AM � BX, 

CN � BX).  2����: �x
XBC

XAB

S
S , �XP –

XBC

XAB

S
S XC  (x < 0). 

C	
����	� ���
���
����, ��� �y
XBC

XAC

S
S , �XK –

XBC

XAC

S
S XB (y < 0). 

K 
X  M  

N
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J
��� ���
���, XA = –
XBC

XAB

S
S XC –

XBC

XAC

S
S XB , ��� � ���
���
�� 

��	��	�� ����	���	�� �
�
��.  
 

+������� � ������ ����	���	��-���������, �
��	�� � ���
�
	-
	�� ����	���	�� ����� X ����� ���������� ������.  

 


) X 6 M :  0... ���� ��� MCSMBSMAS
MABMACMBC

. 

SMBC  =  SMAC  =  SMAB.  >����
 0   ��� MCMBMA , �.�.�. 
 
 

�) X 6 O : 0... ���� ��� OCSOBSOAS
OABOACOBC

. 

�� SOBC  = ½ R2 � sin 2A, SOAC  = ½ R2 � sin 2B, SOAB  = ½ R2 � sin 2C, 
������� 0  2sin  2sin  2sin ������ OCCOBBOAA , �.�.�. 

 
 

�) X 6 I :  0... ���� ��� ICSIBSIAS
IABIACIBC

. 

�� SIBC = ½ ar, SIAC = ½ br, SIAB = ½ cr (r – �
���� ����
		�� 
�����	����).  @	
���, 0      ������ ICcIBbIAa , �.�.�. 

 

 
 

) X 6 H :  0... ���� ��� HCSHBSHAS
HABHACHBC

. 

L
������ �����		� 	
 SHBC.  0��� HC
S

S
HB

S

S
HA

HBC

HAB

HBC

HAC . 

�� 
A
B

S
S

HBC

HAC

 tg
 tg

� , 
A
C

S
S

HBC

HAB

 tg
 tg

�  (��������! � ����). 

>����
 �������, ��� 0   tg   tg   tg ������ HCCHBBHAA , �.�.�. 
 
(C�. �
�
�� 54, 71, 73, 120). 
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8.3.  &��'����� ����% (��%���� 
 
H������������� ���
�� 	
 ��������� ���� �
�
�
�!�� �
����-

	��� 
	
����������� ����	���	����. @
�
��, � ������� �	� #�-
�������, �	�����
�	� � 	������ ������
���� 	
 ���������!	�� 
���
��	
� � ����. %��
�	���!, ��������� 	
 ������	
�	�� ����-
����� ���
�� �
		�� ����	���	��:  

 
1.   
) xy = 0,   �) x2 – y2 = 0  ( ��� 'x' = 'y' ).  

2.   
) �2 – 1 = 0,   �) 'x + y' = 5,   �) tg x � tg y = 1. 

3.   
) 23x – 28y-3x+3 = 24y+1;   �) y = 0,75x – 0,5x4 + y4 = 4,25x2y2. 

4.   
) Max{x, y} = 1;   �) logx y + logy x = 2.  

5.  8541822 ���� yxyx + 4512622 ���� yxyx = 4 13 . 

6.   
)  'x' + 'y' = 5;   �) '2x' + 'y' = 1,25. 

7.   
) (x – 1)2 + (y + 2)2 = 16,  �) lg (x2 + y2) = 2,  �) y = xx 45 2 �� . 

8.   (x + 3)2 + (y – 2 )2 = 0  ���  'x + 3' + 'y – 2 ' = 0. 

9.    
)  sin (� (x2 + y2)) = 0;   �) y = cos (arcsin x) = 21 x� . 

10.  - . 22
 5,0 yxx �� �  x2  + 'x' + 0,25.   

8��
��: 1. +
�� �����	�������	�� ������.  2. +
�
����!	�� ������:     

) 2,  �) 2,  �) �	������� (��� ��� ����� (x; y), ��� ������� cos x ��� �os y �
��	 0).       

3. 
) +���
�; �) 4 ������: y = &2x, y = &0,5x. 4. 
) B�
 ���
 
1
2
3

�

�

1

1,

y

x
, 
1
2
3

�

�

1,

1,

x

y
 

��������� �� ����� (1; 1); �) �������� ���, ��� ����� (1; 1).  5. >������ � 
��	�
�� � ����
� (-3; 6) � (9; -2).   6. 
) H�
	��
 ��
��
�
 � �����	
�� � ����
� 
(5; 0), (0; 5), (-5; 0), (0; -5);  �) �
	��
 ����
 � �����	
�� � ����
� (5/8; 0),         
(0; 5/4), (-5/8; 0), (0; -5/4). 7. 
) >����	���! � ��	���� � ����� (1; -2) � �
������ 4; 
�) �����	���! � ��	���� � ����� (0; 0) � �
������ 10; �) ���������	���! � 

��	���� � ����� (2; 0) � �
������ 3.   8. J���
 (-3; 2 ).   9.  
) &	������� ��	-
��	��������� �����	����� x2 + y2 = k (k � N) � ����
 (0; 0); �) $���	�� ����-
�����	���! �����	����  x2 + y2 = 1.  10. J���� ���
 x2 + y2 = 2 ��� ����� 
������
�!	�� �������x��  ½ ��� �� ����� �����.  
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$
�	� 	� ���!�� "��	
�
�!" ������������� ���
�� �� �� ��
�-
	�	���, 	� � ��
���! #�	�
��	�
�!	��� ��	������ �
���
��-
������ ����� – ���W�	�����, ��	W�	�����, ������
���� � ����-
�
��	����, �.�. 	
�
��� �� ��������
���� ��	��
$ (��� 	������, 
������� �����������$) � 
��
����
���� ������� ���%
�����-

��� � 	���%!0 ����
���� �	
��'�$.  

 
 

E � 	 W � 	 � � � � 
 

 
B � � W � 	 � � � � 

 
 

�  
 

� 
 

;  
 

�  
 

�)� 
 

<  

 
�
 ������	
�	�� ������: 

 

       7 x 7� a 
1
2
3

�
��

�
.

,
ax

ax
                       7x7� a 8

9

:
�
��

�
.

,
ax

ax
 

   
 

�
 ������	
�	�� ���������:  
 

             sin2 �x + sin2 �y = 0 �                      sin �x . sin �y = 0 � 

          
1
2
3

��
��

�
.,

,,
Zmmy

Znnx
                                 8

9

:
��
��

�
.,

,,
Zmmy

Znnx
 

   (����� � ���������		��� ������	
�
��)           (���������		
� ������
) 
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131. �
��� ����
�! #����, �
�
		�� 	
 ������	
�	�� ����-

�����  xy �������� 	��
��	��� 
01

0
2
3

����

����

.2332

),1(log)22(log 3/13/1

xxy

yyx
 

  

*
#
��
 
 

m�
��#������
� #�	���� ��������	
 	
 �	������� ������-
���!	�� ����� � log1/3 t  ����
��, �.�. 0 < 1/3 < 1. 

C��#���������� ��
��
�	�� ����	! ��������	 	
 �	������� 
	������
���!	�� �����, � #�	���� t  ����
��
�� 	
 	��.  

%�����
� ���
��! ��������	�� ���
��	�� � �
�
���� ��	���	-
	���� ��������������� #�	����, ������� ������� 	��
��	��� 

0
0
0
0

1

00
0
0

2

3

����
��

���
����

 �
 ��

xxy
x
xy

yyx
y

yx

2332
,023

,032
,122

,01
,022

   ���  

0
0
0

1

00
0

2

3

�
��

�
� 

�� 

.6
,32

,2/3
,1

,22

y
xy

x
y

xy

  ���  
0
1

0
2

3

�
��
�� 

.6
,32

,22

y
xy

xy
 

 
E
���� �� ���� 	��
��	��� ���-

��� ������� �
�
�� ������������! 
(������ ��� 	� ������
� ���� �
-
	���), ��������	�� ������� �
����-
���
	� 	
 ����	�� ����
. 

+���
�! #���� �������� �� 
#������ ��� ����
�� ������!	��
: 
SABC = ½ h � BC, �� h – �����
, 
�����		
� �� �����	� A 	
 BC. 

$������� 
������� ����� B � C. 
2x + 3 = 6, x = 3/2. –2x + 2 = 6, x = –2. 
2�
�, � (3/2; 6), B (–2; 6), BC = 2 +     
+ 3/2 = 7/2.  

E�����	
�� ����� A 	
���� �
� ������	
�� ����� ��������-
	�� ������ 2x + 3 � – 2x + 2. 4x = – 1, x = –1/4, y = 5/2. A (–1/4; 5/2). 

2����: h = 6 – 5/2 = 7/2,  SABC = ½ � 7/2 � 7/2 = 49/8. 
8��
�: 49/8. 

0  1  

2  

3  

6  

2 
+ 

3
x

132. 
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132. +�� �
��� �	
��	��� �
�
����
 a ����
�! #���� M 
����� �
�	
 24, ���� �	
 	
 ������	
�	�� ��������� xy �
�
	
 
��������  | 2x + y | + | x – y + 3 | } a? 

 

 *
#
��
 
 

+�� a < 0 	��
��	���� ���	� � �	������� ����� (x; y) �����. 

+�� a = 0 ����� ������� 
1
2
3

��
��

3
,2

xy
xy

, ���	����		�� ����	�� ��-

����� x = – 1, y = 2. &	������� ������� �� ��	�� ����� (– 1; 2). 
+�� a > 0 #���
 M – �
�
������
��. B��
��� ���.  

%�
�	�	�� | m | + | n | = a �
�	����!	� �������	���� 8
9

:
&��

&��

. 
, 

anm
anm

 

?�

���� m � n ������
� x � y � ������ �����	�. $��
��� y ����� 
x, ������� ��
�	�	�� y = kx ± a (k – ���##����	�), ������� 
�
�
�� �
�� �
�
����!	�� ������. +������
��!, ��� ������ � 
���
���� �����	� �
�
������
��
, �.�.�. 

$ 	
��� �
�
��:  m + n = 3x + 3,  m – n = 2y + x – 3.  
>����
 x = – 1 ± a/3,  y = – x/2 + 3/2 ± a/2. @	
���, �����
, ��	�-

�
	�� � ����
�! �
�
������
��
 �
�	� 2a/3, a � 2a2/3. 
+������
� ������� � ���� | y – (–2x) | + | y – (x + 3) | } a, �
�-

������� ����	�� ������	��. L
������ ������ � �
���� �� ����-
��� ���
���� � – �. 

 

� y  { – x + 3  �  y  { – 2x :  
    y + 2x + y – x – 3 } a,   y } – x/2 + 3/2 + a/2. 
 

� y  } – x + 3  �  y  { – 2x :  
    y + 2x – y + x + 3 } a,   x }  – 1 + a/3. 
 

	 y  } – x + 3  �  y  } – 2x :  
  – y – 2x – y + x + 3 } a,  y { – x/2 + 3/2 – a/2. 
 

� y  { – x + 3  �  y  } – 2x :  
  – y – 2x + y – x – 3 } a,   x  { – 1 – a/3. 
 

2�
�, #���
 M – �
�
������
�� ABCD.  
P (– 1; 2) – ��	�� �� ���������.  

SABCD = BC � DE. DE = – 1 + a/3 – (– 1 – a/3) = 2a/3. B��	� BC 
	
���� 
	
����	�: �
� ���	� ������
, �����
���� �
�
����!	�-
�� ������� 	
 ��� ����	
� (x = 0). BC = 3/2 + a/2 – (3/2 – a/2) = a.   

2����: SABCD = 2a2/3,  2a2/3 = 24,  a = 6 (a > 0).    8��
�: 6. 

2   x

-1   0   

2 

E
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133. �
��� ����
�! #���� M, �����
� 	
 ������	
�	�� 

��������� �
�
���� �������� 	��
��	��� 

0
0
1

00
2

3

����
���

��

.0)103)(23(
,03243

,10
2

22

xyyx
xx

yx

 

*
#
��
 
 

+������ 	��
��	���� ������� ������������� ��� ����� ����-
��	
�	�� ���������, ����� �����, ���
��� �	���� ���
 � ��	�-
��� � 	
�
�� ������	
� � �
������ 10 ; ������� – ����� �����-
�
�!	�� ������, �
�
		�� ������� x = – 8/3 � x = 4, �.�. �������  
[– 8/3; 4] ��� 
������ ������ �� ����	���. 

+���! A, B, C � D – ����� ������-
��	�� ������ y = x/3 – 10/3 � y = 3x/2 
c ������� x = – 8/3 � x = 4. J��
      
A (– 8/3; – 38/9), B (4; – 2), C (4; 6),    
D (– 8/3; – 4). G��� P = AB � CD, ��    
��	�, ��� ����
 P ����� ����
 �� 
������ (A 	��� D, �.�. – 38/9 < – 4). 

+������
� ����!� 	��
��	���� � 
���� 2(y – 3x/2) � 3(y – (x/3 – 10/3)) � 0, 
������� �
�	����!	�� ��� ������� 

1
2
3

��
�

1
2
3

��
�

.3/103/
23

  
    ,3/103/

,2/3
xy

,x/y
xy
xy

 

H������������� ���
� ������ �� 
	�� – ��� BPC, 
 ������ – ������
�!	�� � 	�� ���.  

@
����� �
���, ��� ����
� y = 3x/2 �������� ����� ��	�� ���
, 

 ����
� y = x/3 – 10/3 �
�
���� �� � ����� E (1; – 3). E�����	
�� 

����� E – ���	����		�� ����	�� ������� 
1
2
3

��
��

.3/103/
,1022

xy
yx  

J
��� ���
���, #���
 M, ��������	�� �	������ �����, ����-
����������� 	��
��	���
� �
		�� �������, – ���	
'�� ABCD �
� 
	�������. G� ��	��
	�� AD � BC, 
 �����
 �
�	
 ����	� ������, 
�.�. 4 – (– 8/3) = 20/3.  AD = – 4 – (– 38/9) = 2/9;  BC = 6 – (– 2) = 8. 

2����: S�� = (2/9 + 8) � 10/3 – ½ � � 10 = 740/27 – 5�. 
8��
�: 740/27 – 5�. 

0 4

10
2   
3  x

134. 
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134. '���
 < – �	������� ����� (x, y) ������	
�	�� ���������, 
������	
�� ������� ������������� ������� �� ���� 	��
��	��� 

0
0
1

00
2

3

�
��

�

��

.
yx

x

x,yxy

26
1

625
25

2
15

22

 2����
���! #���� < � 	
��� �� ����
�!. 

*
#
��
 
 

+����� 	��
��	���� ������� � ������������� y < 2x �����-
	����� ��� ���� �
� (x; y) �� ���
��� ��������	��: xy � 0. K�� 
�	������� ����� ��� ������ y = 2x � ���
��� � ������ ��� 
����!�� ��������� (���. 1).  $ ������������� y � 2x ����� �����-
��	�� � ��
��
� 	��
��	���� ������ ��� 15y2 – 61xy + 60x2  � 0. 
m���� �� �
��! �
������ 	
 �	������� �
� ��
��
�	�� �������	 
��	������!	� ������		�� y: 15(y – 5x/3)(y – 12x/5) � 0. +����	�� 
�������
 ��
��
�	�� �������	
 (����
�������� ����	�� ����
), 

������� 
0
1

0
2

3

�
�

��

512
,35

0 0

x/y
x/y

,y,x
 
0
1

0
2

3

�
�

��

.512
,35

0 0

x/y
x/y

,y,x
 

H������������� ���
��, ��������������� ������
�, – ������ 
���, ���
���
		�� ����������� ������ y = 12x/5, y = 5x/3 � 
��������������� ������	
�	�� ���������  (���. 2, ���. 3). 

>�W���	�� �	������
 ����� (���. 1-3), ������� ���
� ������ 
	��
��	���
 �
		�� ������� – ��
 ������ ��
 � ����� �����	�� 
� 	
�
�� ������	
� (���. 4). >	� ���	
����
� ������ � ����!�� 
������	
�	�� ��������� � ����� ������	� arctg 12/5, arctg 3/5      
(tg � = k, �� k – ������ ���##����	� ������, ���
������ ��� � � ��!� 

������. @	
���, arctg 5/3 – ���, ���
���
		�� ������ y = 5x/3 � ��!� 
������. 
�
 ���. 4 ��� ���
���
	 � ��!� ����	
�, ������� �� ������	
 arctg 3/5).  

0

x > 0x < 0

12    x12    x 5   x5   x
3   3   5  5  

0  0  0  

1)   2)   3)

12   

12   

x

x

5  

5  

x

x

3   

3   

5  

5  

2x 2

2

x

x

0  

4)   

12   x

5  x
3   

5  
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$����� 	��
��	���� �
		�� ������� ������
���� � ���� 

0
25

12)13(
222

222

�
��

���
yx

yx . G� ������������� ���
� �������, �
�-

��
����
� ��� ��������������� �������, ��	
 �� ������� 	����-
����	
 ((x – 13)2 + y2 � 144 � x2 + y2 > 625). K�� �	������� ����� 
�������� ���
 � ��	���� (0; 0) � �
������ 25 ��� ����� ���
 � 
��	���� (13; 0) � �
������ 12 (��������!, ��� ����
� y = 12x/5 
�
�
���� ��	!��� �����	���� � ����� (25/13; 60/13), ������� 
�����	������� �� ��	��
 �
��� ���
 	
 ������ y = 12x/5 ��� 
�������� ���	����		�� ����	�� ������� �� ���� ��
�	�	��             
y = 12x/5,  (x – 13)2  + y2 = 144 ).  

2�
�, #���
 < – ��� ��&
-
���
��
 ���� ������� �
���-
��� �
� �
�!#
� 	������� 
(�
�������
	
 	
 ���. 5). 

+���
�! ������
 	
���� 
�� #������ S = 0,5R2x, �� � – 
������	
 ��	��
�!	�� ��
 � 
�
��
	
�, R – �
���� �����-
	����.  

J
��� ���
���, �����
� ���-
�
�! #���� < �
�	
 

0,5 (252 (arctg
5
3  + arctg

5
12 ) –    

– � � 122 ) = 312,5 (arctg
5
3 +         

+ arctg
5

12 ) – 72�  (	 310).    

8��
�: 312,5 (arctg
5
3 + arctg

5
12 ) – 72�. 

 
135. �
��� ��� �	
��	�� �
�
����
 �, ��� ������� #���
 < 

�������� 14–���!	����, ���� 	
 ������	
�	�� ��������� �	
 
�
�
	
 �������� ' y ' � ) )(sin (arcsin)( 2 xaxa ��� . &���� �� 
����
�! 14–���!	��
 �
�	��!�� 200?  G��� �
, �� ��� �
��� 
�	
��	�� �
�
����
 a? 

 

5)

0 25  13

12   x

5  x
3   

5  
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*
#
��
 
 

2����
��� #���� M ���  a = 1,  a = �,  a = 2�,  a = 3�, 
�����!��� ����
��� Advanced Grapher. 

? �������	��� �
�
����
 a #���
 M ��������
����, ������! 
�����������		� 4, 6, 12 � 14–���!	����. w�	�, ��� a = 3� – ���-
������� �	
��	�� �
�
����
. G��� a = 0, �� x = 0 � y = 0, �.�. M 
������
���� � ����� (0; 0). 

+������� � ���
�!	��� 
	
����������� ����	��. >�����	�, 
��� xaxa ��� 2)( , ���� a { 0, x � [– a ; a]. @	
���, �	������� 
�	
��	�� x � y ��
	���	�. E���� ���, ��� ������		�� � �
		�� 
	��
��	���� ������
��� ��� �	
��� ������, ������� < ������-
���	
 ��	������!	� ������	
�	�� ���� � �� ����
���	� �����
-
���! � ������ ��������: 0 � x � a, 0 � y � (a – x) + arcsin( sin(a – x) ).  

L
�������� ������
���!	�� #�	���� g(x) = x + arcsin (sin x), 
�
�����, ��� ���
��	�� (a – x) + arcsin(sin(a – x)) – ��� g(a – x). 
H�
#��� #�	���� arcsin(sin x),  g(x),  g(a – x) – ���
	��. >�����	�, 
�����	� 14–���!	��
 ���
������ �� ���	!�� ���
	��. 

+���! a = 10. @
����� 
	
���������� ���
��	�� #�	���� 
arcsin(sin x) � g(x) 	
 ��
���
� ������
 [0; 10] � �����
��� �
#��� 
#�	���� arcsin(sin x),  g(x),  g(– x),  g(10 – x).  
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H�
#�� #�	���� g(–x) ����������	 �
#��� #�	���� g(x) 
��	������!	� ��� ����	
�, 
 �.�. g(x) – 	����	
, �� ����� ����� � 
��������� ��	������!	� 	
�
�
 ������	
�. H�
#�� #�	����        
g(– x + 10) �����
���� �� �
#��
 #�	���� g(–x) � �����!� 
�
�
����!	�� ����	��
 ����! ��� 
������ 	
 10 ���	�� ���
��.  

+���� ��
�
		�� ������
���
	�� ��� a > 0 � a = 10 �����: 

0
0
0
0

1

0
0
0
0

2

3

�����

�����

��������

���

     ].   ; 
2

 [           ,22

], 
2

  ; 
2

3 [            ,           

 ], 
2

3  ; 
2

5 [  ,222

], 
2

5   ; 0[          ,3           

aaxax

aax

aax~ax

ax

�

���

��

��

   

0
0
0
0

1

0
0
0
0

2

3

�����

�����

��������

���

     ]. 10  ; 10
2

 [           ,202

], 10
2

  ; 10
2

3 [            ,           

 ], 10
2
3  ; 10

2
5 [  ,2 202

], 10
2

5   ; 0[          ,3           

�

���

��

��

xx

x

x~x

x

      

2�
�, ��� a = 10 ������ ���	
 ���
	�� ���
� � ������ ���-
�����. >��
��� �� ���������	� ��	������!	� ���� ������	
�, 
������� ��	��� 14–���!	��
. L
���
����
� �������� �
#���� 
	
 ��! 
������, ����������, ��� ���
	
� ����� ����������		��, 

����  a � =>
?

�
�
�

2
v7 ;

2
v5 . K�� ������� �	
��	�� �
�
����
.  
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$�����, ����� �����	 n–���!	��
 �
�	� 4k, ���� k – 	����	� 
��� 4k – 2, ���� k – ���	�. k – ����� ���	!�� ���
	��, ���
��� � 
������ ��������, 
 �	
��	�� �
�
����
 a �����
���� �
�	��, 
	
������, (k – 1)�. R���� n ���	� ���
���! ����� �
�
���� �� 

#������: n(a) = 4k – 1 + (– 1)k, �� 
2
3

2
1

�%��
��
aka  (a > 0, k � N), 

�.�. a � =>
?

�
�
� ��

2
v)1( ;

2
v)1( kk  ��� 

2
v)1( 

2
v)1( �

�%
� kak . 

+� #������ 	
�����: n(4�) = 20,  n(5�) = 22,  n(2006) = 2556.  
 

+������� � ����	�� �
�
�� � ����
��. $������� S(3�) – ���-
�
�! �������� 14–���!	��
 ��� a = 3� �
� ����� ����
��� 
��
����� � �
�
������
��
 (�
����	�� ���
�
	� 	
 ���.).  

S(3�) = (�/2 + 2�) : 2 � 3� + � � � = 
= 19�2/4 	 46,88. L����!�
� ���-
��� � ����� 50, ������� �
�	� ¼ 
�� 200, 
 3� – ������	
 �����-
����
-����	��, ������� ���- 
�
�! 14–���!	��
 ������	� 
����� ���	��
�! �	
��	�� 200. 
�
����, ��������������� �	
-
��	�� �
�
����
.  

+���
� – 2x + 2a – 2� ��-
�����
�� ������ � � 3� � ���-
�
�, 
������� ������� �
�	�  
a – � � a – 5�/2 (������ 
��
����� � �
�
������
��
, 

�
�	�� 3� � �, 	� �
����� �� �
�
����
; ��	��
	�� �
�
�-
�����
��
 �
��� 	� �
����� �� �
�
����
, ������ ��� ������ – 
2x + 2a – 2�, – 2x + 2a �����
���� ��� �� ���
 � �����!� �
-
�
����!	�� ����	��
). 

@	
���, ���	� ��	��
	�� ��
����� �
�	� a – 5�/2 � a – �, 
 �� 
����
�! 3� (a – 7�/4). +���
�! �
�
������
��
 �
�	
 �2. 

2����:  S(a) = 3�(a – 7�/4) + �2 = � (3a – 17�/4).  
>��
���� �����! ��	������!	� �
�
����
 ��
�	�	�� S(a) = 50. 

� (3a – 17�/4) = 50, ���� a = 50/3� + 17�/12  ( 	 9,76;  9,76 > 3� ). 

8��
�: =>
?

�
�
�

2
v7 ;

2
v5 ;  

12
17

3
50 �
�
� . 
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                 &��")���!���" ! *�"�" TURBO PASCAL 
 
 
 

E���!����	�� ���	����� ������ �, 	����	�		�, ��	��� ��
-
�����		�� #���� � ������ �����	�� ��������. $ �	���
����-
	�� ������ ������	� ����������!	�� ���������	��, �
#����-
��� �������	��, ��	
�������� �������
���, 
	
��� ��	#���
-
���, �������� ������ � �
�� ����!����	�� ����� ���
�
���!���. 

 
"(�����
 "5����" @������ ���� ����! ������
����!���, ��� ������� ���-

�� ������������ 
��
���� �
 ���� 	�
����
�� �	���! �� .
�����. (�
�
��
 
	���
���� ��������� 	�������� �������! 
��
����
���
 ������ ��
�����
���, 
�������� 	��! � ����
��0 	������ ������ � �!0���������� �������. ����-
������ 	�������� �
��� 	������! ��������
�!��
 �����������, ��
����� ��
 
�
����
 ������� ���
������ � ��� ������ ������������������ ��#�
���. 
?
	
�! 	�������! ����������! 	������! ����
 
��
����
���
 ��&
���, �
#�� 
��������
 � ���� ��
�����
���
 �����
���" [29, �.11]. 

 
 

����� ������������� ��W���� ���	� �����
�!, 	
������, � 
�����!� ������	�� ����	�� ����!����	�� ������ � ���
��-
������ ����
��	�� ������� (">�����
� �
���
���
. +�
	�������" 
("'�����	", http://www.physicon.ru), "1C: L��������. &
���
���
" (C>@J "1C", 
http://edu.1c.ru/products/), "K������		�� ����	��-���
���	��. +mC�2&GJL2w" 
("E%B2V", http://education.kudits.ru/homeandschool), "%���� �������� E�����
 � 
&�#����" (http://www.nmg.ru/), "GRAN-2D" – �
#������� 
	
��� ����������-
��� ��W����� 	
 ��������� (E���, http://www.dcnit.com.ua), "DG" – �
��� ��	
��-
������ �������� (S
�!���, http://dg.osenkov.com/index_ru.html) � ��.).  

2� �����	� �����!���� � ����	�� �������� �	��� ������� 
�
���
���� � �	#���
���� ��� ����	�� �
�	����
�	�� �
�
�.  

 

�� �
�	� �
��������! � ������� �
��! – ���	����� ��������-
�
	�� ���������, ��
�������� ����� �������
��. E���!����	�� 
��	
�������� ������, ��
�������� � ����
��	�� �����, – �#-
#�����	�� �������� �����	��. $ �������� ���������
	�� �	����-
������ �	
	�� �� �
����	�� �������
�, �����
���� �����	�� 
��������
���!���� ������!	����. +�� ���������
	�� �������-
������ ��W����� ��������� �����	�� � �����
��	�� ������
-
���� � 	
���	�� �
���	�� � ��
��������� ��	��
	���.  

136. 
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9.1.  !#������� %���
���� ����% 
 
@
�
�� 136–140 – �����������!	�� ��� ����������� ������-

���
	�� ������������� ���� �����. $ 	�� �������0��� ������-
���� ���
� 	
 ���
	� ����!����
 ����� ����
���	�� � ����	�� 
��������������� ������ ��
�	�	�� ��	������!	� �� ������	
� 
(���������� ����	�� �������, 
������ ����	�� � "����	��" 
���
	�
�, ����� ����
��� 	
 �
��
�� � ����	�� � ���
	
, ���-
��
�
���� �����!�
�� �� �
����).  

 

136. '���"������ ������ � �$��3��"!�, ��� �$��3��"!��,  
           $�"�!������ $ �$��3��"!� 

 

B
	� �������
������ �����	���� � ��	��
�� O � P � ��� 
����� A � B � �
����	��� 
������
��, ���
��� �	� �����	�����. 
�
��� ������	
�� � �����
���! ��������� �����: 
) ��������	�� 
�����	����� � ������ AB (���� �	� ����������); �) ��������	�� 
�����	�����; �) �
�
	�� ��� �
�
���!	��, �������		�� � �����-
	���� � ��	���� O �� ����� A. 

 

*
#
��
 
 

+���! ����
� AB �������
�� 
�����	���� � ����
� O1, O2 � P1, 
P2, �����	���� �������
���� � 
����
� �1 � �2, T1 � T2 – ����� 
�
�
	��. B�� �������	�� ����-
��	
� ����� ��������	�� ����
-
��� � ����� ��������������� 
������� ��
�	�	��.  

 

��� ���� ���
� ��	��!�����! ��	�����
�!��
 	
�
�
���
, 
��� 	������� ���
���! ��������� 	�
����������$ �, �����
, 
��
���! ������
��� ��������� 
�������������.  

 


) AB � >�� (O, ro),  AB � >�� (P, rp). 
+����� ��
�	�	�� ������� – ��
�	�	�� ������ � �
�
		�� 

������ ���##����	���, ������ – ��
�	�	�� �����	����:  

0
1

0
2

3

����

��
�
�

�

.)()(

,)(

222
ooo

aa
ab

ab

ryyxx

yxx
xx
yyy

  y = kx + l,  k = 
ab

ab

xx
yy

�
�

,  l = ya – kxa. 

x2 – 2xox + xo
2 + k2x2 + 2klx + l2 – 2kyox – 2lyo + yo

2 – ro
2  = 0, 

O  1

O   2

O   C  1

C  2

P  1
P 2

T  1

T2
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(1 + k2) � x2 – 2(xo + kyo– kl) � x – (ro
2 – l2 – xo

2 – yo
2 + 2lyo) = 0. 

$����� ����	
��	��: a = 1 + k2,  b = xo – kyo– kl, c = ro
2 – l2 – xo

2 – 
– yo

2 + 2lyo,  d = acb �2  (b2 + ac { 0).  
2�
�, k, l, a, b, c, d – ������
���!	�� ������		��. 
2����: ax2 – 2bx – c = 0,   x = (b ± d)/a,   y = kx + l. 
 

@	
���, xO1 = (b – d)/a, yO1 = kxO1+ l; xO2 = (b + d)/a, yO2 = kxO2+ l. 
G���, b2 + ac = 0, �� ����
� AB – �
�
���� �����	����;  
����, b2 + ac < 0, �� ����
� AB 	� �������
�� �����	���!.  
 

@
��	�� ������ ��
�	�	�� ������� ��
�	�	��� ������ �����-
	���� (x – xp)2 + (y – yp)2 = rp

2, 
	
����	� 	
���� ������	
�� 
����� ��������	�� P1 � P2:   

xP1 = (b – d)/a, yP1 = kxP1+ l; xP2 = (b + d)/a, yP2 = kxP2+ l, �� k, l, a 
�� ��, 
  b = xp – kyp– kl,  c = rp

2 – l2 – xp
2 – yp

2 + 2lyp,               
d = acb �2  (b2 + ac { 0). 

 
�) >�� (O, ro) � >�� (P, rp). 

01

0
2
3

����

����

.)()(

,)()(
222

222

ppp

ooo

ryyxx

ryyxx
  
01

0
2
3

������

������

.22

,22
2222

22
2

22

2
ppppp

ooooo

ryyyyxxxx

ryyyyxxxx
 

$����
� �� ������ ��
�	�	�� ������, ������� 
2x (xp – xo) + 2y (yp – yo) + xo

2  + yo
2 – xp

2 –  yp
2  = rp

2 – ro
2. 

>����
 y = 
)(2

          222222

op

ppoopo

op

po

yy
yxyxrr

x
yy
xx

�
�����

��
�
�

= kx + l, ��     

k =
op

po

yy
xx

�
�

,  l = 
)(2

          222222

op

ppoopo

yy
yxyxrr

�
�����

 (,). 

J����! kx + l ������ y �����
��� � ������ ��
�	�	�� �������, 
� �
�!	����� ������
���
	�� ����� ��������!�� ( ��. 
) ). 

 

@	
���, x71 = (b – d)/a, y71 = kx71+ l; x72 = (b + d)/a, y72 = kx72+ l, 
�� k � l ����������� �� #�����
� (,). 

 
�) E
�
���!	�� AT1 � AT2. 
E�����	
�� ����� �
�
	�� T1 � T2 ���	� 	
��� �
� ������-

	
�� ����� ��������	�� �
		�� �����	���� � ������
���!	�� 

�����	���� � ��
������ OA � ��	���� � ����� �
�
�

�
�
� ��

2
,

2
aoao yyxx , 

�.�. ������
���
	�� ����� �
���� ��, �
� � � ����
� �). 
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����
����
: 
	
����	� ���	� ��������! ������	
�� ����� Y, ���������-
	�� ����� X ��	������!	� ������ AB. $ ���� ����
� X � Y – ����� ��������	�� 
���� �����	����� >�� (A, AX) � >�� (B, BX)  (��
��� ����
����). 
 

3������ �
#
��� � "���	���" �������� 
 

1. $����� �
		�� � ����� ��	��
	�: xo, yo, ro (1-� �����	���!), 
xa, ya (����
 A), xb, yb (����
 B), xp, yp, rp (2-� �����	���!) – ����-
��		�� �� ��
������� �	
��	����. $ ����� ������		�� ����
�! 
������
���!	�� ������		��  k, L, a, b, c, d  ��������		�� ���
. 

2. 2����
���! �����	����, ��	���, ������
�!	�� ��	�� � 
�
�� 50 ����� �� ��� 
������ ��� 	
�����	�� ������	
� 	
 
���
	�, �
��
��		�� ��������!	�� ���
�
 ��� �����
 �����!�
-
��� (��������
 Bar) � �
�
		�� ����� A, B, O, P – ��������
 Init. 
B�� �����
 ����� �����!������ ��������
 Point � #���
�!	��� 
�
�
����
�� x, y (������	
�� �����) � z (����	
��	�� �����). 

3. $�������! ������	
�� (������		�� x1, y1, x2, y2) � �����
-
���! ����� ��������	�� ������ AB � �����	������ – ��������
 
Circle_AB. +
�
����� (������	
�� ��	��
, �
���� � ���������� 
	����) ��������� ���
�
�!�� � 	�� �	����
�	�. $ #�����
� 
�����!������ ������
���!	�� ������		��  k, L, a, b, c, d. 

4. $�������! ������	
�� (������		�� x1, y1, x2, y2) � �����
-
���! ����� ��������	�� �����	����� � ����� �
�
	�� – ��������
 
Circles_Tangents. *�������� �
�
���� tangents ��������� �����! 
�
����	�� �	
��	�� ������		�� xp, yp, rp ��� ���
��	��� � 	��   
(��� ������ ������ ��������� �	� ����
� ������	
�
�� ��	��
 � 
�
������ �
		�� �����	����, 
 ��� ������ – ������
���!	��). 
2����!������ �� �� ���	
 ������
���!	�� ������		��. 

 

����
�����:  
� %��
�	���! � 	
���
	�� �������� � �
�
����
��, �
��	��� ���������  
Circle_AB  �  Circles_Tangents  ��	��. 
� B
		�� 	��� ������
������� �
� ��	��
	�� � ���!� ����
��	�� ������� 
����
��. B
		�� ���	� ������! � ����
��� �
����	��� ������
��: 
�����
��
	��� �	
��	��, � �����!� ����
���
 ����
, � �����!� �
����
 
����
�	�� �����, ���	��� �� �	��	�� #
����. 

 

Uses  Crt,Graph; 
    { � � � � � �: ��� �	
������ � ��� ���	� } 
Const xo=310; yo=220; ro=120; 
      xp:Real=430; yp:Real=300; rp:Real=80; 
      xa= 14; ya=310;    { ���	� A } 
      xb=130; yb=296;    { ���	� B } 
Var   x1,y1,x2,y2,k,L,a,b,c,d: Real; 
      u,v: String[10]; ch: Char; 
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Procedure Point(x,y:Real; z:String); 
const  y0: Word=70;  
var xi,yi: LongInt; 
begin 
  xi:=Round(x); yi:=Round(y); 
  FillEllipse(xi,yi,3,3);  
  OutTextXY(xi-12,yi-14,z); 
  Str(xi,u); Str(yi,v); 
  OutTextXY(530,y0,z+' ('+u+'; '+v+')'); 
  Inc(y0,30) 
end; {Point} 
 
Procedure Init; 
var Gd,Gm,i: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetColor(11); Circle(xo,yo,ro);  
  Circle(Round(xp),Round(yp),Round(rp)); 
  SetLineStyle(1,1,1); i:=0; 
         Repeat 
    Line(i,30,i,460); 
    Str(i,u); OutTextXY(i-12,20,u); Inc(i,50) 
  Until i>500; 
  SetFillStyle(1,1); Bar(520,20,640,460); 
  SetFillStyle(1,11); 
  Point(xa,ya,'A');  Point(xb,yb,'B'); 
  Point(xo,yo,'O');  Point(xp,yp,'P'); 
  SetColor(15); SetLineStyle(0,0,1); 
  OutTextXY(230,465,'Press Enter'); ReadLn;    
  SetPalette(11,15) 
end; {Init} 
 
Procedure Circle_AB(x,y,r: Real; n:Byte); 
begin 
  k:=(yb-ya)/(xb-xa); L:=ya-k*xa; 
  a:=k*k+1; b:=x+k*(y-L); 
  c:=r*r-x*x-y*y+l*(2*y-L); 
 

  if b*b+a*c>0 then 
  begin 
    d:=sqrt(b*b+a*c); 
    x1:=(b-d)/a; y1:=k*x1+L; 
    x2:=(b+d)/a; y2:=k*x2+L; 
    Line(xa,ya,Round(x2),Round(y2)); 
    if n=1 then ch:='O' else ch:='P'; 
    Point(x1,y1,ch+'1'); Point(x2,y2,ch+'2'); 
    WriteLn(#7,#7); ReadLn 
  end {if} 
 

end; {Circle_AB} 
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Procedure Circles_Tangents(tangents: Boolean); 
begin 
  if tangents then 
  begin 
    xp:=0.5*(xo+xa); yp:=0.5*(yo+ya); 
    rp:=sqrt(sqr(xa-xp)+sqr(ya-yp)); 
  end; 
  k:=(xp-xo)/(yo-yp); 
  L:=(rp*rp-ro*ro+xo*xo+yo*yo-xp*xp-yp*yp)/(yo-yp)/2; 
  a:=k*k+1; b:=xo+k*(yo-L); 
  c:=ro*ro-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); d:=sqrt(b*b+a*c); 
  x1:=(b-d)/a; y1:=k*x1+L; 
  x2:=(b+d)/a; y2:=k*x2+L; 
  if tangents then 
    begin          {���� �������������� �	
������} 
    Arc(Round(xp),Round(yp),290,440,Round(rp)); 
    Line(xa,ya,Round(x1),Round(y1)); 
    Line(xa,ya,Round(x2),Round(y2));   {	���������} 
    ch:='T'; 
    end 
    else ch:='C'; 
  Point(x1,y1,ch+'1'); Point(x2,y2,ch+'2'); 
  WriteLn(#7,#7); ReadLn 
end;  {Circles_Tangent} 
 

BEGIN 
  Init; 
  Circle_AB(xo,yo,ro,1);   
  Circle_AB(xp,yp,rp,2); 
  Circles_Tangents(false);  
  Circles_Tangents(true); CloseGraph 
END. 
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137.  '�"!������ �$��3��"!�, ������;�� ����� 3 !��$� 
�
��� ������	
�� ��	��
, �
���� � ��������! �����	���!, 

���������� ����� ��� �����, �
�
		�� ������	
�
��: A (xa, ya),     
B (xb, yb),  C (xc, yc) (����
		�� �����	���! ������!	��
 ABC).      

       

*
#
��
 
 

@
�
�
 	� ����� ����	��, ���� 
��� ����� ���
� 	
 ��	�� ������. 
+��������, 	
������, C @ AB ��� 
(xc – xb)(yb – ya) – (xb – xa)(yc – yb) � 0 
(������	
�� ����� C 	� ���������-
���� ��
�	�	�� ������ AB). K�� 
��
�	�	�� ���
���
�� ��� ����
�.  

+���! M (xm, ym) � N (xn yn) – 
������	� �����	 AB � BC.  

O – ����
 ��������	�� ������		�� �����	��������� MO � NO, 
������� �� ������	
�� ���	� 	
��� �� ������� ��	��	�� ��
�-

	�	��, ����
��� ��
�	�	�� ���� ������: 

0
0
1

00
2

3

��
�
�

�

��
�
�

�

.)(

,)(

nn
bc

cb

mm
ab

ba

yxx
yy
xxy

yxx
yy
xxy

 

?�����
 �������� ������ ���##����	�� ������ (kMO = – 1/kAB � 
kNO = – 1/kBC). $ #�����
� ��� �� �������	�� ������� �	
��	
���� 
yb – ya � yc – yb, ������� ���� ���
�
�!�� � 	��!, ��� ��������
�� 
���������� ����������� � ����
��� �������. 

$�����!������ ������
��. G��� m = (yb – ya, xa – xb), �� ABm � .  
B���������!	�, AB = (xb – xa, yb – ya), ABm � = 0. J��
 � ������ 

k1 m  �����	��������	 AB . @	
���, ���������� �	
��	�� ���##�-
���	�
 k1, ��� ������� k1 m  = MO . +������� � ������	
�
�, ����-
���: k1 (yb – ya) = xo – xm, k1 (xa – xb) = yo – ym ��� xo = xm + k1 (yb – ya), 
yo = ym + k1 (xa – xb). 

C	
����	� ������	
�� ��	��
 ���
�
���� ����� ������	
�� 
����� N, ������
 n , �����	�������	�� BC , � ���##����	� k2:       
xo = xn + k2 (yc – yb),  yo = yn + k2 (xb – xc).  

2���� �������: 
1
2
3

�����
�����

).()(
),()(

21

21

cbnbam

bcnabm

xxkyxxky
yykxyykx

  

O 
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2� ������ ��
�	�	�� k2 = 
cb

banm

xx
xxkyy

�
��� )()( 1 . +����
��� 

������		�� ���
��	�� � ������ ��
�	�	��:  

k1 (yb – ya) = (xn – xm) +
cb

bcnm

xx
yyyy

�
�� ))((  + k1 

cb

bcba

xx
yyxx

�
�� ))(( .  

>����
 k1 = 
))(())((
))(())((

bcababbc

bcmnbcmn

yyxxyyxx
yyyyxxxx

�����
����� , ������ ���
-

��	�� � �	
��	
���� 	� ���
�
���� � 0 (��. ������� C @ AB). 
+� #�����
� ��� ������	
� ������	� ������
: 

xm = (xa + xb) : 2,   ym = (ya + yb) : 2,   xn = (xc + xb) : 2,   yn = (yc + yb) : 2.  
 

2�
�, O ( xm + k1 (yb – ya);  ym + k1 (xa – xb) ).  
 

L
���� �����	���� 	
���� �
� ���	� ������
 OA:  
R = OA = 22 )()( oaoa yyxx ��� . 

 
Uses  Crt,Graph; 
{� � � � � �: 	��
������ �
�� ����	} 
Const xa=120; xb=340; xc=560; 
      ya=230; yb=450; yc=230; 
      z = '�	
������ �� ��������!'; 
Var   xm,ym,xn,yn,k: Real;    {��������. ��������} 
      xo,yo,R      : LongInt; { �	���� �������� } 
 
Procedure Count; 
begin 
  { ��������� 	��
����� �
���� ��
��	�� AB,BC } 
  xm:=0.5*(xa+xb); ym:=0.5*(ya+yb); 
  xn:=0.5*(xc+xb); yn:=0.5*(yc+yb); 
  { ��������� 	��
����� ����
� � 
����� } 
  k:=((xn-xm)*(xc-xb)-(yc-yb)*(ym-yn))/k; 
  xo:=Round(xm+k*(yb-ya)); 
  yo:=Round(ym+k*(xa-xb)); 
  R:= Round(Sqrt(sqr(xo-xa)+sqr(yo-ya))); 
  WriteLn('O (':30,xo,';',yo:5,')','R = ':10,R); 
  WriteLn; WriteLn('Press Enter':45); ReadLn 
end;  {Count} 
 
Procedure Draw; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  {����
������ ����	 � �
��������	�} 
  FillEllipse(xa,ya,2,2); 
  FillEllipse(xb,yb,2,2); 
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  FillEllipse(xc,yc,2,2); 
  SetLineStyle(1,0,0); 
  MoveTo(xa,ya); 
  LineTo(xb,yb); LineTo(xc,yc);  
  LineTo(xa,ya); 
  ReadLn; 
  {���
����� �	
������} 
  SetColor(10);   
  FillEllipse(xo,yo,3,3); 
  Circle(xo,yo,R); 
  ReadLn; CloseGraph 
end;  {Draw} 
 
BEGIN 
  k:=(xc-xb)*(yb-ya)-(xb-xa)* (yc-yb); 
  if k=0 then  
         WriteLn(z,#7,#7) 
         else  
         begin  
           Count;  
           Draw  
         end 
END. 

138.  5$��3��"!�  9  !���$  �  ������  4�����.  
            '�������$������� ������ 
 
@
�
	� ������	
�� �����	 ������!	��
 A (xa, ya), B (xb, yb),      

C (xc, yc). �
��� ������	
�� ��	��
 D, �
���� � ��������! �����-
	���! 9 �����, ���������� ����� ��	��
	�� H1, H2, H3 ����� 
������!	��
, ������	� �� �����	 M1, M2, M3 � ������	� ���� 
��������, �����	����� ������	�� H � �����	
��. +�������! 
������ K����
, ������
��� ����� O, M, D, H (O – ��	�� ����
	-
	�� �����	����, < – ��	�����). 

 

*
#
��
 
 

L
�������� ��	��	�� ������������� �����	�� �� ��
	�������. 
 

R���� �����	� U ABC �������� ������, �
�
����!	�� �� 
�����	
�. >������ ���� ������ – �����	� ������!	��
 A1B1C1. 

 

ABCB1 � ABA1C – �
�
������
��� � ����� �����	�� AB;      
A1B1 = 2AB,  �����	� U ABC – ����	�� ��	��  U A1B1C1. 

M – ����� ��	�����,  AM1 A A1A,  A1M = 2AM. 
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1. U A1B1C1 = 2�
MH (U ABC)  ( � � � � 
 � � �). 

 

2. $����� U ABC  AH1, BH2, CH3  �������
���� � ��	�� �����. 

3. AH = 2 OM1.  
 
 

4. OCOBOAOH ���  – #�����
 H
���!��	
.  
 

5. J���� O,  M,  H  ���
� 	
 ��	�� ������ – ������ K����
, 
������  MH = 2MO. 

 

6. G��� X, Y, Z – ������	� ��������  AH,  BH,  CH, �� ����� M1, 
H1, Y, M3, H3, X, H2, M2, Z ���
� 	
 ��	�� �����	����          
>�� (D, DM1), 	
���
���� �����	���!� 9 �����. G� ��	�� D  
����� 	
 ������ K����
 (D = M1X u MH – c�����	
 OH), 
 
��
���� – �
���� ����
		�� �����	���� U ABC (AO = 2DM1), 
�.�. AOM1X – �
�
������
�� � M1X = OA. 

 
E�����	
�� ������	��
 xh � yh 	
���� �
� ������	
�� ����� 

��������	�� ������, ���������� ����� �����	� A � B �����	��-
�����	� BC � AC.  

?������������
� ������
 ��	��	�� ��
�	�	�� ����� ���:   

M 
  O 

H  

������ �	
���

X 

Y Z

A 

B C 

A    1

B1C    1

H   1

H    2

H    3

M   1

M    3 M2
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0
0
1

00
2

3

��
�
�

�

��
�
�

�

bb
ac

ca

aa
bc

cb

yxx
yy
xxy

yxx
yy
xxy

)(

,)(
 ��� 

1
2
3

��
��

.
,

22

11

lxky
lxky

  

+���
�	�� ��
��� �
��� k1x + l1 � k2x + l2, 	
����: xh = 
21

12

kk
ll

�
�

, 

yh = k1x + l1, �� k1 = �
�

BCk
1

bc

cb

yy
xx

�
�

, k2 = �
�

ACk
1

ac

ca

yy
xx

�
�

, l1 = yb –      

– k1xb,  l2 = ya – k2xa. 
 
E�����	
�� ��	��
	�� ����� 	
���� 
	
����	�.  
�
������, ��� �������	�� ������	
� ����� H1 �
�������� 

������ BC � �����	�������	�� �� ������, ���������� ����� 
�����	� A. 

0
0
1

00
2

3

��
�
�

�

��
�
�

�

,)(

,)(

aa
bc

cb

bb
bc

bc

yxx
yy
xxy

yxx
xx
yyy

1
2
3

��
��

.
,

22

11

lxky
lxky

 xh = 
21

12

kk
ll

�
�

,  yh = k1x + l1, 

�� k1 = kBC, 
bc

cb

yy
xx

�
�

,  k2 = 
BCk
1�

,  l1 = yb – k1xb,  l2 = ya – k2xa.  

 
2�
�, ��� �������	�� ������	
� �
���� �� ����� H, H1, H2, H3 

�����!������ ��
 ���##����	�
 � ������	
�� �
�� ���������-
������ �����.   

E�����	
�� 6 ����� M1, M2, M3, X, Y, Z, ���������� ������	
�� 

��������, 	
���� �� #�����
�  x =
2

  ,
2

2121 yyyxx �
�

�
.  

B�� �������	�� ������	
� ��	��
 ������� M ������!	��
 ABC 

������!������ #�����
��  x =
3

  ,
3

cbacba yyyyxxx ��
�

��
. 

 
�
��	��, ������	
�� ��	���� O � D �����	����� 	
���� �
� � 

���������� �
�
��.    
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3������ �
#
��� � "���	���" �������� 
 

1. $����� �
		�� � ����� ��	��
	�: xa, ya (�����	
 A), xb, yb 
(�����	
 B), x�, y� (�����	
 �). 

2. >���
�! ��
 ������
���!	�� �
����
 x � y ��������		�� 
���
 ��� ��
	�	�� ����������� 
������ � ����	
�. 

3. 2����
���! �
		�� ������!	�� – ��������
 ABC.  
4. $ ��	��	�� ��������� Points (������		
� i �� ��
������ �	
-

��	��� – ������� �	������, ��	��
	�� kAB, kBC, kAC – ������ 
���##����	�� ������ AB, BC, AC): 


) C���
�! ��������� Point ��� �������	�� ������	
� �����, 
�����
��	�� �� 	
 ���
	� � ��������
���!	���� H, H1, H2, H3, M1, 
M2, M3, X, Y, Z, M, O, D � �����
��	�� �����	���� 9 �����. 
+�����	�� ������ �
�
����
 ���� ��������� (������		�� x1, y1, 
x2, y2) ����
� ������	
�
�� �����. +����� ��
 (a � b) – ������-
'�
����� (��. ����� ����� ����	�� ������) ��� ������ ������� 
�����
� ���������, ���������� ������� ��� ����������� 
����� � 	���$ ��������� ��� ���� ������	�� (�������	�� ��	��
 
������� � ��	���� �����	�����).  

�) 2����
�
�! ����
	� � ������. 
�) 2����
�
�! 13 �����, 
 9 �����, ����� ������� �������� 

�����	���!, 	������
�!.  
5. �
��� ��� �
�	�� ��	���	��: MH : MO, AO : DM1, AH : OM1, 

�
���� �� ������� ����	� �
�	��!�� 2, �����
���! �
�	�� �����-
�� AO � XM1 – ��������
 Equal. $ �����	�		�� ��������� Ratio 
	
���		�� ��	���	�� ������
�����
���� � ������ � ��������� 	
 
���
	. G� �
�
����
�� ����
� �	����� ����� (������		�� a, b, c, 
d) � �����		�� ����	
��	�� ��	��� �������� (������		�� z1, z2). 
E�����	
�
� xa, ya �����	� A � ���� ���!� �������	 �	���� 14. 

6. 2����
���! ������ K����
 �
� �������, ��	�� ������� ��-
������ ����
��, ��	��
�!	� ���������	��� ����
� H � O ��	�-
�����!	� �����  O  �  H  �����������		� – ��������
 Euler.  

 
Uses  Crt, Graph; 
     { � � � � � �: ��
���� �
��������	� } 
Const xa=200; xb=20;  xc=620;  { ����� 
������� !} 
      ya=40;  yb=400; yc=399;  { �
������ 
������� !} 
 
Var   x,y: Array [1..14] of Extended;  
      z: String; 
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Procedure ABC; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
 Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
 SetColor(10); SetBkColor(2); 
 SetFillStyle(1,10); FillEllipse(xa,ya,3,3); 
 FillEllipse(xb,yb,3,3); FillEllipse(xc,yc,3,3); 
 Line(xa,ya,xb,yb); Line(xb,yb,xc,yc); Line(xc,yc,xa,ya); 
 OutTextXY(530,460,'Press Enter'); ReadLn; 
 SetPalette(10,16); SetFillStyle(1,15) 
end; { ABC } 
 
Procedure Points; 
const i: Byte=0;                   {    c�����	   } 
      kAB=(yb-ya)/(xb-xa);         { ������� 	���.} 
      kBC=(yc-yb)/(xc-xb);         {    �
"���    } 
      kAC=(yc-ya)/(xc-xa);         {  AB,BC � AC  } 
 
Procedure Point(a,b,x1,y1,x2,y2: Extended); 
 var L1,L2,xm,ym,xn,yn,k,r: Extended; w: ShortInt; 
 begin 
  Inc(i); 
  Case i of 
   1..4: begin                         {H,H1,H2,H3} 
          L1:=y1-a*x1; 
          L2:=y2-b*x2; 
          x[i]:=(L2-L1)/(a-b); 
          y[i]:=a*x[i]+L1; 
        end; 
  5..10: begin                     {X,Y,Z,M1,M2,M3} 
          x[i]:=0.5*(x1+x2); 
          y[i]:=0.5*(y1+y2); 
         end; 
     11: begin                                  {M} 
          x[i]:=(a+x1+x2)/3; 
          y[i]:=(b+y1+y2)/3 
         end; 
  12,13: begin                       {����
� D � O} 
          k:=(x2-x1)*(y1-b)-(x1-a)*(y2-y1); 
          xm:=0.5*(a+x1);  ym:=0.5*(b+y1); 
          xn:=0.5*(x1+x2); yn:=0.5*(y1+y2); 
          k:=((xn-xm)*(x2-x1)-(y2-y1)*(ym-yn))/k; 
          x[i]:=xm+k*(y1-b); 
          y[i]:=ym+k*(a-x1); 
          r:=Sqrt(sqr(x[i]-a)+sqr(y[i]-b)); 
          if i=13 then SetColor(14); 
          Circle(Round(x[i]),Round(y[i]),Round(r)); 
        end; 
  end; {Case} 
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  MoveTo(Round(x[i]),Round(y[i])); 
  if i in [2,5] then LineTo(xa,ya);     { ������� } 
  if i in [3,6] then LineTo(xb,yb);     {    �    } 
  if i in [4,7] then LineTo(xc,yc);     {  ����� } 
  if i in [2..10] then 
  begin 
    Str(i-1,z); 
    if i in [3,5,6,10] then w:=6 else w:=-10; 
    OutTextXY(Round(x[i])+w,Round(y[i]-16),z); 
    Sound(222); Delay(22222); NoSound; 
    SetFillStyle(1,14) 
  end 
  else SetFillStyle(1,15); 
  FillEllipse(Round(x[i]),Round(y[i]),3,3); 
  ReadLn 
 end; {Point} 
 
begin {Points} 
  {   �
������
 H     }             
  Point(-1/kBC,-1/kAC, xa,ya, xb,yb);      { 1 - H} 
  {   �������" ���� } 
  Point(kBC,-1/kBC, xb,yb, xa,ya);         {2 - H1} 
  Point(kAC,-1/kAC, xa,ya, xb,yb);         {3 - H2} 
  Point(kAB,-1/kAB, xa,ya, xc,yc);         {4 - H3} 
  {   �
����� ��
�� � ��
��	��    } 
  Point(0, 0, xb,yb, xc,  yc);             {5 - M1} 
  Point(0, 0, xa,ya, xc,  yc);             {6 - M2} 
  Point(0, 0, xa,ya, xb,  yb);             {7 - M3} 
  Point(0, 0, xa,ya, x[1],y[1]);           {8 -  X} 
  Point(0, 0, xb,yb, x[1],y[1]);           {9 -  Y} 
  Point(0, 0, xc,yc, x[1],y[1]);           {10 - Z} 
  {   ����
 �"���� M } 
  Point(xa,ya, xb,yb, xc,yc);              {11 - M} 
  { ����
�, 
����� �������� �	
. � �	
. 9 ����	 } 
  Point(xc,yc, xa,ya, xb,yb);              {12 - O} 
  Point(x[5],y[5],x[6],y[6],x[7],y[7]);    {13 - D} 
end; {Points} 
 
Procedure Equal;  { MH:MO = AO:DM1 = AH:OM1 = 2:1 } 
 Procedure Ratio(a,b,c,d: Byte; z1,z2: String); 
 begin 
   Str(Sqrt((sqr(x[a]-x[b])+sqr(y[a]-y[b]))/ 
            (sqr(x[c]-x[d])+sqr(y[c]-y[d]))), z); 
   OutTextXY(380,15*(c-10), z1+'/'+z2+'='+z) 
 end; {Ratio} 
begin         { 
����� ��������" � 
����� ��
��	� } 
  x[14]:=xa;  y[14]:=ya;                   {14 - A} 
  Ratio(1 ,11,11,12, 'MH', 'MO '); 
  Ratio(14, 1,12, 5, 'AH', 'OM1'); 
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  Ratio(14,12,13, 5, 'AO', 'DM1'); 
  SetColor(15); 
  Line(xa,ya,Round(x[12]),Round(y[12])); {AO � XM1} 
  Line(Round(x[8]),Round(y[8]),Round(x[5]),Round(y[5])) 
end; {Equal} 
 
Procedure Euler;                  { �
"��" $���
� } 
begin 
  SetColor(14);                     
  Line(Round(2*x[1]-x[12]),Round(2*y[1]-y[12]), 
       Round(2*x[12]-x[1]),Round(2*y[12]-y[1])); 
  ReadLn; CloseGraph 
end; {Euler} 
 
BEGIN 
  ABC; Points; Equal; Euler 
END. 
 
 

 

 
$ ����������� �
����
� ��� ���������
	�� .�.�. ����������� 

�����������! ����� ������
 � ����� �����	����, �.�. � ����� � 
��������		�� �
�� ��������! ������	
�� �����, ���	
����
-
��� ������� ��� �����	����. �
������, � �
�
�� 146: �������-
���! ������� �
� ����� �������� AB � CD … (c�. �.2). 

L�
�����
�! ����� (��������! ������� ��� �����	���! �� ���-
�
�) ���	� �
����	��� ������
��. +���
���, �������		�� 	�-
��, ���
���� ����. 

139. 

@
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139. 5%�� �!���$� AB. '�"!������ �!���$��, ���������-
���� � ��������$�������� �!���$� AB � ������;��� ����� 
�������1 !��$� C  ( C @ AB ).  

 
Uses  Crt, Graph;    {������: ���	� A, B, %} 
Const xa=200; ya=340; xb=440; yb=100; xc=320; yc=120;              
      kAB=(yb-ya)/(xb-xa);  {������� 	���. �
"��� AB} 
Var   f,g: Text; 
 

Procedure Init; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,'d:\tp\bgi'); 
  FillEllipse(xa,ya,2,2); FillEllipse(xb,yb,2,2); 
  FillEllipse(xc,yc,2,2); 
  Assign(f,'d:\x_AB.txt'); Rewrite(f); 
  Assign(g,'d:\y_AB.txt'); Rewrite(g); 
end; 
 

Procedure Segment(k: Double; a,b,c,w: Integer); 
const step=1 {0.002};{���, ���"&��� �� 	�
��� ������} 
var x,y: Double; 
begin 
  x:= xa-w; 
  Repeat 
    y:=k*(x-a)+b;                 {��������� �
������} 
    PutPixel(Round(x),Round(y),c); 
    if c=15 then begin       {����� 	��
����� � �����} 
      Write(f,Round(x),' '); Write(g,Round(x),' ') end; 
    x:=x+step 
  Until x>xb+w 
end; 
 

BEGIN 
  Init; 
  Segment(kAB,   xa,ya, 15, 0);            {��
���	 AB} 
  Segment(kAB,   xc,yc, 11, 0);          {��
���������} 
  Segment(-1/kAB,xc,yc, 11, 0);      {��
�����	��"
���} 
  Segment(kAB,   xa,ya, 9, 60); {��
���	,���
����� AB} 
  Close(f); Close(g); ReadLn; CloseGraph 
END. 

 

+���
��
 ����
�� ��������� #
���, ������
��� ���������		�� ������	
-
�� ����� ������
 AB. G��� �
 (������		
� step) �
��	 1, �� �
��
� 
������
 
�
�����
���� � #
�� x_AB ���	 �
� (�.�. 200, 201, 202,… , 440 ��� �
		�� xa � 
xb); ���� �
 ��	!�� – �	����
�	�. +��
	
���������, �
� � �
��������� �� 
����	
� ����� A � B ��� ���� �
�����
���� � #
�� y_AB ����	
�� ����� ������
 
AB. H�
�	�� �
�
���� k ��������� Segment – ������ ���##����	� ���������-
������ ������, 
 �
�
���� w ��������� ��������! �������, ������� �������� 
������� AB. 
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140.  5%�� �$��3��"!�. '��������� ������������$�  
 
G��� ��	�� �����	���� ����
�
�� � 	
�
��� ������	
�, �� 

������	
�� �X ��������!	�� ����� <(t) 	
������� �� #�����
�:  
x = r �os t,  y = r sin t, �� t � ���	
 ��������������� ��� � 
�
��
	
�. G��� �� ��	�� �����	���� 	
������� � ����� (x0, y0), �� 
� ��X��� #����� �
�
����!	�� ����	��
 �������: x = x0  + r �os t,  
y = y0  – r sin t  (y0  + r sin t – ����� �� �
����� �������).   

+���! (320, 240) – ��	�� �����	���� �
����
 200.  
 

t:=0; step:=0.00001;  
Repeat 
  x:= 320 + Round(200*cos(t)); 
  y:= 240 - Round(200*sin(t)); 
  PutPixel(x,y,15); 
  t:= t + step; 
Until t>2*pi; 
 

$ ����� �������! �����
 �������� ����������� �	
��	��� 
������		�� step – ����
��	��� �
�
����
  t  � �
��
		�� ����. 

�
������ ������� �
��
	� �����
 �����	���� � �����!���
-
	��� �
���	�� ���� ����� ���! �
���: 
 

d:=pi/180;       {���� �
���} 
for i:=1 to 360 do 
begin 
  x:= 320 + Round(200*cos(i*d)); 
  y:= 240 - Round(200*sin(i*d)); 
  PutPixel(x,y,15); Delay(2000) 
end; 
 

E �������		�� 	��� �
�
�� � �
������ ���
�	�	�� �� �������	�� ������	
� 
����� �����	���� 	
����� ����
���-����	���
���. 

 

.������!, ��� � 	�����!��� 36-���!���
 ����� ������! 4 ���-
�����, �
 	������%�
 �
�
� 
� '
���, 	
�
�
��0%�
�� � ����$ 
�����
��
$ ����
 �������!����.

 

+�
���!	�� 36-���!	�� �������� ����
		�� � �����	���!. 
J
� �
� �� ��	��
�!	�� ��� �
��	 10�, �� ��	�� ����
		�� ���-
�����
���!	� �� � 40�, 40�, 60�, 60�, 80�, 80� ����
� �����	
��.  

>���	
��� ��� �����	� A1, A5, A9, A15, A21, A29 � �
�������� 
������!	�� A1A9A21. B�
�	
��  A1A15, A9A29, A21A5 ���	
����
� 
����������
� �� �	����		�� ����. @	
���, ��� �	� �������� 
����� ��	�� P ����
		�� � 	�� �����	����, �.�. �������
���� � 
��	�� �����. 
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>��
���� ����
�! 4-� ��
-
�	
�!. @
�����, ��� ��
�	
�� 
A9A29 � A5A21 ���������	� ��-
	������!	� ��
����
 �����-
	���� OP (��� A7A25).  

?�����
���!	�, ���������� 
��
�	
�! A1�A15�, ���������-
	
� ��
�	
�� A1A15 ��	���-
���!	� OP.  

������	� ������!��, ��� ��� 
��
�	
�!, �����	���
� 13-� 
� 35-� �����	�, �.�. A35A13. 

 
Uses  Graph; 
Const x0=320; y0=240; r=222;               {�	
������} 
    t=pi/18;                       {����
������ ����}  
Var   Gd,Gm,i: Integer; 
      x,y: Array[1..36] of Integer; {	��
������ ��
���} 
      z  : String[2]; 
 
BEGIN 
 Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,' '); 
 SetColor(11); FillEllipse(x0,y0,2,2); 
  
 {�
�������� 36-�������	} 
 MoveTo(x0+r, y0); 
 for i:=1 to 36 do 
 begin 
 x[i]:= x0 + Round(r*cos(i*t)); 
 y[i]:= y0 - Round(r*sin(i*t)); 
 LineTo(x[i],y[i]);                        {��
���} 
 FillEllipse (x[i],y[i],2,2);              {��
����} 
  {����
���" ��
��� ������������	�} 
   Str(i,z); OutTextXY(x[i],y[i],z);  
 end;  
 
 { ����
� ��������� } 
 Line(x[9], y[9], x[29],y[29]); 
 Line(x[5], y[5], x[21],y[21]); 
 Line(x[1], y[1], x[15],y[15]); 
 Line(x[13],y[13],x[35],y[35]);  
 {������
 - �� �����
��} 
 SetLineStyle(1,1,2);SetColor(14); 
 Line(x[7], y[7], x[25],y[25]); 
 ReadLn; CloseGraph 
END. 

O A1

A1   

A5   

A9  

A15  A21   

A29     

A15



H�
�
 9 
______________________________________________________________________ 

 

272

 

9.2.  &�
��������� �����������%�? ���� ����% 

$ 	
������� �
����� �
�������� ���	����� ���������
	�� 
������������� ��W����� 	
 ��
���� ���	!0�
���� �������. J
-
��� ������ �����	� ��� ������� ��	��
	�� �
�
�� � 	
���-
	�� �����
��	�� �����!�
���.  

K���!����	�� �����! ��
������ � ����
��	�� ����� – 
	
������ �##�����	�� ��������, �� �����! ������
���	
 � #���� 
����
��� 	
 ����� ����
������
	��.  

 

.������
���
 ���
�� ��������� 	
����
�! � 
	
�������
�! 
���
�
��� ��&
��� ��� ��� � ��������
���!	�� ��
�� ��������$ 
	��'
��� �� �����	�.  

 
���������� ������ ����!����	�� ���������
	�� �������-

������ ����
 ����� ����� �����������! � ��	�� �� ���� #���:  
 

C���"!���� "���� ���������������� Turbo Pascal ������-
����!� ���2�"" ��"!������ �����!����"$��� ��"!� !���$:  

 


) �������� ������	
�� ���� ����� �� �
���
�������� #��-
���
�;  

 

�) �����	�� ��
	����
	�� ���
		�� ���
��� ��� ��������	�� 
������	
� ����� � �������� �������, ������		�� �� �
���
��-
������ ����	���	��.  

 
>�	��
 ���������
	�� 	
 ���
	� ����!����
 – ���
����
 

��������!	
� ������
 ������	
�. $������	�� ������	
� ����
-
���	� ����	�. B����	����!	�� �������� ���� ���	��
�! � ���-
�� � ���	���!� �������	��. $ 	�������� ����
�� ��� ��������	�� 
�����	���� �������	�� 	��������� �����	����!	�� �	
	�� �
�-
����� ������ �
���
����. +������ �
���
�������� ������ ����-
��	�.  

�
���
	�� ������������ ����
�� – ������� ���
�	�	�� � 
���	��� ����
������
	��: �������	�� 
������
, ������
���	�� 
�
		��, ���� �
		��, �
�
����� ��������, 
	
��� ���	���� ��-
�����	�� � �������� �
���� ����
��� � �.�.  

 

+������ ����!����	�� ���������	� � �����!�, ���
���� �	�-
�
	�� 	
 ��������
	�� ����
��� � �����	���! �������	��.  

 

$� ���� ������������� �
�
�
� �������	�� ������ ������-
������ �� ����	��. 

141. 



&��������
	�� ������������� ���� ����� 
_______________________________________________________________ 

 

273

 

141. '����������� (�����. �
��� .�.�. ��������	�� ����
	 
������!	����, ������� ����� ����� �����	�, 
 �	������� ���-
�������
��� �� �����	 ���
���� ��������!	�� #���� F.  

 

*
#
��
 
 

+���! B� – ���
� �����	
 ���-
���!	����, A – �����	
, ���	
�-
���
�
� #���� F, AM – ����
	
, 
G – ��	����� ������!	��
 ABC. 
GM : AM = 1: 3 �� �������� ��-
��
	. J
� �
� A – ��������!	
� 
����
 #���� F, �� �	������� 
����� G ���
���� #���� F�, ���-
�����	�� #���� F c ���##���-
�	���  �  � ��	���� M. 

 
<��
��������
 

 
���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-

�����
�! ������� �������	�� .�.�., �����	�� ��
	����
	�� ���
	-
	�� ���
��� ��� ��������	�� ������	
� ����� � �������� �������. 

 
���� ���
��������� 
 

B�� ������		�� ����� A #���� F ��������! ������	
�� ��-
��� G  ������!	����  ABC  �� #�����
�:  

xg = 
3

  ,
3

cba
g

cba yyyyxxx ��
�

��   

 
?
������� ���
��������� 
 

1. @
�
�! ������	
�� xb, yb, xc, yc ����� B, C � �
����� ���#-
#����	��� ����
��	�� ��� �����
	�� #���� � ����� ��	��
	�. 

2. 2����
���! �����	� BC � #���� – ��������
 BC_Figure. 
3. $ ��������� Homothetos, ��
	���� ���
��! ���
	
 � �����!��-

�
	��� �����		�� ������ (�
�
����� xv � yv – ������	
�� ����-
��		�� ����� A), ��� �������, ��� ����
 A ���	
������ #���� 
(��� �������� �����	����� ��
	�
��	
� ��������
 GetPixel):  

�����
�
�! �����	� ������!	��
 – ��������
 AB_AC; 
��������! ��� ����� A #���� ������	
�� xg � yg; 
�����
�
�! ����� G (xg, yg). 

G
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Uses  Crt, Graph; 
Type  Rel = Array [1..18] of ShortInt; 
      {� � � � � �: ��
��� � ����
�} 
Const xb=100; yb=460; xc=540; yc=460; 
   x: Rel=(1,3,1,-7,1,7,2,1,1,-1,6,-1,-7,-1,2, -1, -3,-4); 
   y: Rel=(-2,-1,-4,-1,-2,-1,-5,-1,2,5,5,2,-3,4,3,2,-3,0); 
 
Procedure BC_Figure; 
var Gd,Gm,i: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetBkColor(2); SetColor(15);  
  SetLineStyle(0,0,3); Line(xb,yb,xc,yc); 
  MoveTo(150,150); 
  for i:=1 to 18 do LineRel(x[i]*9,y[i]*5) 
end; 
 
Procedure Homothetos(t: Integer); 
var xv,yv,xg,yg,xl,yl: Integer; 
  
 Procedure AB_AC(x,y: Integer); 
 begin Line(x,y,xb,yb); Line(x,y,xc,yc) end; 
 
begin 
 SetLineStyle(0,0,1);  
 SetWriteMode(XorPut);  
  
 for xv:=100 to 350 do 
  for yv:=50 to 200 do 
  begin 
   if GetPixel(xv,yv)=15 then 
   begin 
     AB_AC(xv,yv); Delay(t); AB_AC(xv,yv); 
     xg:=Round((xv+xb+xc)/3); 
     yg:=Round((yv+yb+yc)/3); 
     PutPixel(xg,yg,14); 
     xl:=xv; yl:=yv; 
   end  
  {else PutPixel(xv,yv,7);} 
  end; 
   
  AB_AC(xl,yl); {�
��������	}      
  ReadLn; CloseGraph 
end; 
 
BEGIN 
  BC_Figure;  
  Homothetos(3000) 
END.

142. 
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142. 5$��3��"!� )��������. B��
�
�!, ��� ������������� 
������ �����, �
�����	�� ������� �� ���� �
		�� ����� A � B 
��	������ �
� m : n, ���! �����	���!. 

.������
�!���� 
 

+���! � ��������!	�� ������� ������	
� 	
 ��������� AB = a, 
A (0, 0), B (a, 0). C (x, y) – ��������!	
� ����
 ������� 

������������� ����
 �����, 
n
m

CB
AC

� . $ ������	�� �
��	���� 

�������� � ������	
�
�:
n
m

yax

yx
�

��

�
22

22

)(
 ��� n2 (x2 + y2) = m2 

((x - a)2 + y2). +�����
�����
�, �������:  n2x2 + n2y2 =  m2x2 + m2y2  + 
m2a2 – 2m2a�, (m2 – n2 ) x2 + (m2 – n2 ) y2 + m2a2 – 2m2a� = 0. 

G��� m = n, �� m2a2 – 2m2a� = 0,  � = ½ a – ��
�	�	�� ������	-
	�� �����	�������
 � ������ AB. 

G��� m � n, ��, �
������ �����		� 	
  m2 – n2, ������� ���	�� 

��
��
� ��	������!	� ������		�� �. x2
 + y2 + 22

2

22

22 2
nm
axm

nm
am

�
�

�
= 0, 

x2 – 2x
2

22

2

22

2

��
�

�
��
�

�
�

�
� nm

am
nm

am  + y2  = 
2

22

2

��
�

�
��
�

�
� nm

am – 22

22

nm
am
�

,  

���
�

�
��
�

�
�

�
2

22

2

nm
amx  (y – 0)2 = 222

222

)( nm
nma

�
.  

+�����	�� ��
�	�	�� �
�
�� �����	���! � ��	���� � ����� 

( 22

2

nm
am
�

, 0)  �  �
������ 
22 nm

amn
�

, �.�.�. >	
 �������
�� ������ 

AB � ����
� M (
nm

am
�

, 0), N (
nm

am
�

, 0), ������� ������� AB � ��-

	���	�� m : n �	����		�� � �	��	�� ���
��� (� ?�. �
�
�� 111). 
 

<��
��������
 
 

���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-
�����
�! ������� �������	�� .�.�., �����	�� ��
	����
	�� ���
	-
	�� ���
��� ��� ��������	�� ������	
� ����� � �������� ����-
���, ������		�� �� �
���
�������� ����	���	��. 
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���� ���
��������� 
B�� ������		�� ����� C �� ���
��� ��
	����
	�� ��������! 

���	� �������� CA � CB �� #������ 22 )()( cc yyxx ��� , 
�����
���� ������  x  �  y  ������	
�� ����� A � B. 

2������ .�.�. – �	������� ����� �, ��������������� ����-
��� CA : CB = m : n. 

 
?
������� ���
��������� 
1. @
�
�! ������	
�� xa, ya, xb, yb ����� A � B, ����
 m � n � 

����� ��	��
	�. 
2. 2����
���! ������� AB, �
�����		�� 	
  m + n  �
���� – ���-

�����
 Segments. 
3. $ ��������� Apollo c �
�
����
�� t � eps (������!	���! 

�
������ � ���������	�
� � �
�
		
� ���	���!), ��
	���� ���
��! 
���
	
 � �����!���
	��� �����		�� ������ � �
�
����
�� x� � 
y�, ������	
�
�� ������		�� ����� C: 

	
�����! �
�����	�� �� ����� � �� �
�
		�� ����� A � B – ��-
�
�!	�� ������		�� CA � CB; 

��������! ������� � ���� �n CA – m CB�< eps; 
�����
�
�! ����� � (x�, y�), ��������������� �������. 

Uses  Crt, Graph; 
Const m=2; n=5;             {����, ����&��� ���������} 
      xa=200; ya=240; xb=440; yb=240; {	��
�. �. A � B} 
Var   z,w: String; 
 
Procedure Segments; 
var Gd,Gm,i,x: Integer; step: Real; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi;  
  InitGraph(Gd,Gm,'d:\tp\bgi_rus'); 
  SetBkColor(2); SetTextStyle(8,0,3); 
  Str(m,z); Str(n,w); OutTextXY(290,20,z+' : '+w); 
  OutTextXY(xa-8,ya,'A'); OutTextXY(xb-8,yb,'B'); 
  SetLineStyle(0,0,3); Line(xa,ya,xb,yb); 
  SetLineStyle(0,0,1); Line(1,ya,640,yb); 
  step:=(xb-xa)/(m+n); 
  for i:=0 to m+n do  {������� ��
��	� �� m+n �����} 
  begin  
    x:=Round(xa+i*step);  
    Line(x,ya+3,x,ya-3)  
  end 
end; {Segments} 
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Procedure Apollo(t: Integer); 
var CA,CB: Real; eps:Byte; xc,yc: LongInt; 
 Procedure CA_CB; 
 begin Line(xc,yc,xa,ya); Line(xc,yc,xb,yb) end; 
begin 
  if m=n 
   then begin eps:=1; z:='%�
������� ��
�����	��"
' end 
   else begin eps:=3; z:='�	
������ <�������"' end; 
  OutTextXY(140,435,z); 
  OutTextXY(440,402,'Press Enter'); ReadLn; 
  SetWriteMode(XorPut); SetPalette(7,48); {(7,16)}  
  for xc:=0 to 640 do 
  begin 
   for yc:=80 to 400 do 
   begin 
     CA:=sqrt(sqr(xa-xc)+sqr(ya-yc)); 
     CB:=sqrt(sqr(xb-xc)+sqr(yb-yc)); 
     if Abs(n*CA-m*CB)<=eps 
     then 
     begin 
       if yc=ya then FillEllipse(xc,yc,3,3) 
                else PutPixel(xc,yc,14); 
       CA_CB; Delay(t); CA_CB 
     end 
     else 
     if GetPixel(xc,yc)<>15 then PutPixel(xc,yc,7); 
   end; {for} 
   OutTextXY(xc,400,Chr(195));   
  end; {for} 
  ReadLn; CloseGraph 
end; {Apollo} 
 
BEGIN 
  Segments; Apollo(3000) 
END. 
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143. C������ �����. ?����	� AC � BC ������!	��
 ABC �����-

�� ����
�� M � N � ��	�� � ��� �� ��	���	��: 
NB
CN

MC
AM

� = k. 

�
��� ������������� ����� ����� ������	 �������� MN ��� ���� 
���������!	�� �	
��	��  k. 
 

*
#
��
  
 

$������ 	
 �����	� AB ����� 
D �
�, ��� AD : DB = k � �����	�� 
�� � ����
�� M � N. 

DN Y AC � DM Y BC, ������� 
DN�M – �
�
������
��.  

G��� P – c�����	
 MN, �� �	
 
����
�
�� � ������	�� ����� ��
-
�	
�� �
�
������
��
.  

@	
���, ����
 D ���	
������ 
������� AB, P – ������	
 D�, 
 ������� .�.�. – ����	�� ��	�� EF 
������!	��
 ABC, �
�
����!	
� �����	� AB, ��� �� ��	���.   

 
(� &���� ������	
�). 
 

@
�
�
 	���� 
##�		�� �
�
����. @
��	�� �
		�� ������!	�� 
�� �
�
����!	�� ���������, ���������� ��� �����	�	�� �����
, 
	
������, �
�	������		�� ��������!	�� ������!	����.   

+���! C� (0; 0),  A� (1; 0),  B� (0; 1).  
A�M = kMC�,  kMC� + MC� = A�C�,  

MC� = 
1

1
�k

, �.�. M �
�
�

�
�
�

�
0 ;

1
1

k
. J��
       

N �
�
�

�
�
�

�1
 ;0
k

k ,  P ��
�

�
��
�

�
�� )1(2

;
)1(2

1
k
k

k
. 

 
2����: y + x = ½ (��
�	�	�� ���� 

�������! ������������: ����
 ���	 
�����	���������, �����		�� �� ���-

�� P 	
 ��� ������	
�, �
�	
 ������	� ���	� ������
 A�C�). 
%�
�	�	�� ������, ������
��� ����	�� ��	�� ������!	��
 
A�B�C�, �
�
����!	�� A�B�, ���!  y = – x + ½, �.�.�.  

m��� ������!��, ��� ���
� ����
 ����	�� ��	�� ���	
������ 
�������� .�.�.  
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<��
��������
 
 

���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-
�����
�! ������� �������	�� .�.�., �������� ������	
�� ���� 
����� �� �
���
�������� #�����
�. 

 
���� ���
��������� 
1. @
�
�
�! �	
��	�� ���##����	�
 k. 
2. $�������! ������	
�� ������� ����� M � N c����	 AC � BC 

�� #�����
�: xm =
k
kxx ca

�
�

1
,  ym = ya,   xn = k

kxx bc

�
�

1
,  yn = k

kyy bc

�
�

1
. 

3. �
�����! ������	
�� ������	 P ���������	�� �������� MN 

�� #�����
� xp = 2
  ,

2
nm

p
nm yyyxx �

�
� . 

2������ .�.�. – �	������� ����� P. 
 

?
������� ���
��������� 
1. 2����
���! �
		�� ������!	�� (������	
�� �����	 xa, ya, 

xb, yb, xc, yc – ���������		�� ��	��
	��). 
2. $ �����:  

��������! �	
��	�� ���##����	�
 k; 
	
�����! ������	
�� xm, ym, xn, yn ����� M � N;  
	
�����! ������	
�� xp, yp ����� P;  
�����
�
�! ����� P – ������� .�.�. 

 
Uses  Crt,Graph; 
Const xa=80;  xb=250; xc=580; 
      ya=400; yb=100; yc=400; 
Var   Gd,Gm,i: Integer; xm,ym,xn,yn,xp,yp,k: Real; 
 
BEGIN 
 Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
 SetBkColor(2); SetColor(10); SetFillStyle(1,10); 
 Line(xa,ya,xb,yb); Line(xb,yb,xc,yc); Line(xc,yc,xa,ya); 
  
 k:=0.001; 
 Repeat 
   xm:=(xa+k*xc)/(k+1);  ym:=ya; 
   xn:=(xc+k*xb)/(k+1);  yn:=(yc+k*yb)/(k+1); 
   Circle(Round(xm),Round(ym),1); 
   Circle(Round(xn),Round(yn),1); 
   { ���
����� �����&��� (�. 9.3)} 
   {Line(Round(xm),Round(ym),Round(xn),Round(yn));} 
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   xp:=0.5*(xm+xn); yp:=0.5*(ym+yn); 
   PutPixel(Round(xp),Round(yp),14); 
   k:=1.0001*k; 
 Until k>xb-xa; 
 
 WriteLn(#7,#7); ReadLn; CloseGraph 
END. 

 
144. 8 �!���$��. B
	 ��
��
� �� �����	�� 1. �
��� �	������� 

���� ����� M, ����
 �
�����	�� �� ������� �� �����	 ��
��
�
 
��� �� ��������	�� �
�	
 4. 

 

*
#
��
 
 

B�� �����, ���
��� �	����  ��
��
�
 
� 	
 �� �����	
�, ����
 ��
�
		�� 
�
�����	�� ������	� �
�	
 2. B�� 
����� �	� ��
��
�
: (1 + x) + x + (1 + y) 
+ y = 4, �.�. x + y = 1 (��. ���.) ��� x + 
(x + 1) +    + y + (1 – y) = 4, �.�.  x = 1 
(���� y = 1). 

L
��	���
 �����	����� ��� ����� 2-� 
������
�!	��, 2-� �����	�
�!	�� �     
4-� 	
���		�� ��������, �.�. .�.�. – 8 

��������, ���	� ������� ����
����� �������� 8-���!	��
 � �
�-
	� 1 � 2 . E
���� �� ��� �
��	 135�, ����
�! �
�	
 7.  

 
<��
��������
 

 

���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-
�����
�! ������� �������	�� .�.�., �����	�� ��
	����
	�� ���
	-
	�� ���
��� ��� ��������	�� ������	
� ����� � �������� ����-
���, ������		�� �� �
���
�������� ����	���	��. 

1

1
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���� ���
��������� 
1. �
�����! ���##����	�� a, b, c  ��
�	�	�� ax + by + c = 0 

������ ��	��, ���� �	
 �������� ����� ��� ����� (x1, y1) � (x2, y2).  

      
12

12

1

1

yy
xx

yy
xx

�
�

�
�
� ,  x(y1 – y2) + y(x2 – x1) + x1y2 – x2y1 = 0.  

       a = y1 – y2,   b = x2 – x1,   c = x1y2 – x2y1. 
    B�� ������		�� ����� (xv, yv): 
2. $�������! ������ �
�����	�� �� ������, ������
��� 

�����	� ��
��
�
 �� #������:  
         d = 

22 ba

cbyax vv

�

�� =
2

12
2

21

12211221

)()(

)()(

xxyy

yxyxyxxxyy vv

���

����� . 

3. �
�����! ����� �
�����	��, ������
�, ��� �	
��	
���� � 
������	�� #������ �
�	� �
� ���	� �����	 ��
��
�
. 

2������ .�.�. – �	������� �����, ��������������� ����-
��� (d1 + d2 + d3 + d4) : m = 4m, �� m – ���	
 �����	� ��
��
�
. 

 
?
������� ���
��������� 
1. 2����
���! ��
��
�, �����	� ������� 	� �
�
����!	� ���� 

������	
�, �����!��� ���� � �
�
������. dx, dy – ����
��	�� 
������	
�, (xc, yc) – ��	�� ��
��
�
; �����	� – �����	�� ����-
�����		�� �
������-��	��
	� x, y ���
 ?oord – ��������
 Square. 

2. $ ��������� Segments (�
�
����� – ���##����	�, �
�����
): 
��������! ������		�� ������	� km2  (������		
� m); 
��
	����
�! ���
��! ���
	
, �����!��� �����		�� ����� � 

�
�
����
�� xv � yv (��� �������	�� ����� d ������� �����-
����� �����!���
�! ������ �	����		�� ���� � �
�
������ i); 

�����
���! �����, ��������������� ��������d – m�< eps, 
���
�
��! � ��������� Segments � ����� (��. ���. 	���). 
 
Uses  Crt, Graph; 
Type  Coord = Array [1..5] of LongInt; 
Const xc=320; yc=240; dx=30; dy=60; c=yellow; 
      x: Coord=(xc-dx,xc-dy,xc+dx,xc+dy,xc-dx); 
      y: Coord=(yc+dy,yc-dx,yc-dy,yc+dx,yc+dy); 
Var   Gd,Gm,xv,yv,i,k: Integer; 
 

Procedure Square; 
begin 
 Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
 SetColor(c); MoveTo(x[4],y[4]); 
 for i:=1 to 4 do LineTo(x[i],y[i])         {	���
��} 
end; 
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Procedure Segments(k,t: Integer); 
var m,d: LongInt; 
begin 
 m:=k*(sqr(x[2]-x[1])+sqr(y[2]-y[1]));      { k*m*m } 
 for xv:=90 to 550 do 
  for yv:=40 to 440 do 
  begin 
   d:=0; 
   for i:=1 to 4 do 
     d:= d + Abs((y[i]-y[i+1])*xv+(x[i+1]-x[i])*yv 
           + x[i]*y[i+1]-x[i+1]*y[i]); 
   if d=m  { Abs(d-m)<=500 } 
    then PutPixel(xv,yv,c) 
    else if GetPixel(xv,yv)<>c  
       then PutPixel(xv,yv,2); 
   Delay(t) 
 end;  
 SetPalette(2,48)    
end; 
 
BEGIN 
  Square; 
  for k:=2 to 5 Segments(k,3); 
  ReadLn; CloseGraph 
END. 
 

145. ����2�. B
	� ��� �����	����. �
��� .�.�. ������	 ���-
������	�� �������� � ��	�
�� 	
 ���� �����	�����.

*
#
��
 
 

+���! >�� (O, R1), >�� (P, R2) – �
		�� �����	����.  
 
 

 

@
#�������� ����� M 	
 >�� (O, R1). G��� ����
 N ������
�� 
>�� (P, R2), �� ������	� �������� MN – ����� K – ������
�� 
�����	���! � ��	���� � ����� O1 – c�����	� PM � �
������ ½ R2. 

K 

O 

N 
O  1

O2
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+�� ��������	�� ����� M �� ������ �����	���� ����
 O1 
������ �����	���! � ��	���� � ����� O2 – c�����	� OP � �
���-
��� ½ R1. L
���
����
� �	������� �������� MN � ��	�
�� 	
 ���� 
�����	�����, �������: ����� K ������
�� ���������	�� �����-
	���� �
������ ½ R2, 
 �� ��	���, ����� O1, ������
�� �����-
	���� �
������ ½ R1 � ��	���� � ����� O2.  

@	
���, ������� .�.�. – ���!�� � ��	���� � ����� O2, �	����	-
	�� � �	��	�� �
����� ������� �
�	� ½ (R1 – R2) � ½ (R1 + R2).  

 
<��
��������
 

 
���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-

�����
�! ������� �������	�� .�.�., �������� ������	
�� ���� 
����� �� �
���
�������� #�����
�. 

 
���� ���
��������� 
1. $�������! ������	
�� ������� ����� M � N �����	����� 

>�� (O, R1) � >�� (P, R2) �� #�����
�:  xm = xo + R1 � cos �,  ym =     
= yo + R1 � sin �,  xn = xp + R2 � cos �,  yn = yp + R2 � sin � ��� ���� 
�	
��	�� � �� 1� �� 360�. 

2. �
�����! ������	
�� ������	 ���������	�� �������� MN �� 

#�����
� 
2

,
2

nmnm yyxx �� . 

2������ .�.�. – �	������� ������	 �������� MN. 
 

?
������� ���
��������� 
1.  2����
�
�! �
		�� �����	���� – ��������
 Circles. 
2.  $ ��������� Ring:  
��������! � ����� � �
�
������ i � �
�� � ���	 ������ 

�
��� ������
���!	�� ������	� (����	��� � ��	��� ���� �� 1� 
�� 360� – �����	�� �
������ c � s ��������		�� ���
; 

�����������! ����� ���� �����	�����, �����!��� �����		�� 
����� c ��
�
		�� ���� �
��: �� �	��	�� ����� � �
�
������ 
xv ��������! ������	
�� xm, ym ����� M (#���
��� ����� ������ 
�����	����); �� �	����		�� � �
�
������ yv – xn, yn ����� N 
(��������	�� �� ������ �����	���� ��� #�������
		�� ����� 	
 
������) �����
�
�! ������� MN c 	�������� �
��, �����!��� 
�����	�		�� ��������� MN (�
�����
 t – �
�
���� ��������� 
Ring); �����
�
�! ������	� �������� MN, �����	�� .�.�., � 
�����!� c�
	�
��	�� ��������� PutPixel. 
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Uses  Crt, Graph; 
Const xo=200; yo=240; ro=110;  {��
��" �	
������} 
      xp=500; yp=240; rp= 70;  {���
�" �	
������} 
Var   Gd,Gm,i,j: Integer;  
      xm,ym,xn,yn: Real; 
 

Procedure Circles; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetBkColor(2); SetColor(10); 
  Circle(xo,yo,ro); Circle(xp,yp,rp); {�	
������} 
  Line(xo,yo,xp,yp);       {����" ����
��, ����
�} 
  FillEllipse(xo,yo,2,2); FillEllipse(xp,yp,2,2); 
  FillEllipse((xo+xp) div 2,(yo+yp) div 2, 2, 2); 
  OutTextXY(300,440,'Press Enter'); ReadLn 
 
end; 
 

Procedure Ring(t: Word); 
const d: Real=pi/180; q:LongInt=0; 
var c,s: Array [1..360] of Real; 
 

Procedure MN; 
 begin Line(Round(xn),Round(yn),Round(xm),Round(ym)) end; 
 

begin 
  SetWriteMode(XorPut); SetColor(14); SetPalette(10,16); 
  {��������� ����� � 	������} 
  for i:=1 to 360 do 
  begin c[i]:=cos(i*d); s[i]:=sin(i*d) end; 
  for i:=1 to 360 do 
  begin 
    xm:=xo+ro*c[i]; ym:=yo+ro*s[i]; 
    for j:=1 to 360 do 
    begin 
      xn:=xp+rp*c[j]; yn:=yp+rp*s[j]; 
      if i mod 10=0 then 
      if j mod 5=0 then begin MN; Delay(t); MN end; 
      {if i mod 1=0 then if j mod 5=0 then} 
      PutPixel(Round(0.5*(xm+xn)),Round(0.5*(ym+yn)),14) 
    end 
  end; 
  ReadLn;       
  CloseGraph 
end; 
 
BEGIN 
  Circles;  
  Ring(1000) 
END. 
 

146. 
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146. '�������������. �
��� ������������� ����� ����� 
������	 ���������	�� ��������, ��	�� ������� �
�������	�     

) 	
 �����	
� AB � BC ������!	��
 ABC;  �) 	
 ����������
��� 
�����	
� AB � CD �������� ����������!	��
 ABCD.

 

*
#
��
 

 
2������ .�.�. � ����� ����
�� – �
�
������
��. >��
	������ 

������	�� 	
 ������ �
�
��.  
@
#�������� ����� M 	
 c����	� AB. C�����	� ���������	�� 

�������� MN, �� ����
 N �����
�� �����	� CD, ������ ����	�� 
��	�� KP ������!	��
 MCD.  

G��� ����
 M ����
�
�� � A ��� B, ������� ����	�� ��	�� K1P1 
� K2P2 ������!	���� ACD � BCD. K�� ��
�	�� ����
�. @	
���, 
��� ��������	�� ����� M �� c����	� AB �	������� ����	�� 
��	�� �
���	�� �
�
������
�� K1P1P2K2. 

 

<��
��������
 
 

���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-
�����
�! ������� �������	�� .�.�., �������� ������	
�� ���� 
����� �� �
���
�������� #�����
�. 

 
���� ���
��������� 
�
�����! ������	
�� ������	 ���������	�� �������� MN �� 

#�����
� ��� ������	
� ������	� ������
. 
 

?
������� ���
��������� 
1. 2����
���! ����������!	�� � ������	
�
�� �����	 (xa, ya), 

(xb, yb), (xc, yc), (xd, yd) � �� ��
�	
�� – ��������
 ABCD. 
2. $ ��������� Paral, �
�
����� ������� �
 � �
�����
 (����-

��		�� step � t):  

 K 

P   

K  1

P   1

K  2

P2 
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�����������! ������� �
� ����� �������� AB � CD, �����!��� 
�����		�� ����� � ������������ �
�
����� (������		�� t1, t2). 
$� �	��	�� ����� ��������! ������	
�� xm, ym ����� M (#��-
�
��� ����� �����	� AB); �� �	����		�� – xn, yn ����� N (����-
����	�� �� �����	� CD);  

�����
�
�! ������� MN � 	�������� �
�� – �����	�		
� 
��������
 MN;  

�����
�
�! ������	� �������� MN, �����	�� .�.�., � �����!� 
��������� PutPixel.  

 
Uses  Crt,Graph; 
    { � � � � � �: 	��
������ ��
��� } 
Const xa=80;  xb=200; xc=500; xd=550; 
      ya=320; yb=120; yc=50;  yd=440; 
 
Procedure ABCD; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetBkColor(2); SetColor(15); 
  Line(xb,yb,xc,yc); Line(xa,ya,xd,yd);   {BC � AD} 
  SetLineStyle(0,0,3); 
  Line(xa,ya,xb,yb); Line(xc,yc,xd,yd);   {AB � CD} 
  SetLineStyle(1,2,1); 
  Line(xa,ya,xc,yc); Line(xb,yb,xd,yd);   {AC � BD} 
  OutTextXY(300,440,'Press Enter'); ReadLn 
end; 
 
Procedure Paral(step: Extended; t: Integer); 
var xm,ym,xn,yn,t1,t2: Extended; 
  
 Procedure MN; 
 begin  
   Line(Round(xn),Round(yn),Round(xm),Round(ym))  
 end;  
 
begin 
 SetWriteMode(XorPut); 
 SetColor(14); SetPalette(15,16); 
 t1:=0; 
 Repeat 
  xm:=xa+t1*(xb-xa); 
  ym:=ya+t1*(yb-ya); 
  t2:=0; 
  Repeat 
   xn:=xc+t2*(xd-xc); 
   yn:=yc+t2*(yd-yc); 

147. 
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   PutPixel(Round(0.5*(xm+xn)),Round(0.5*(ym+yn)),14); 
   if Round(ym) mod 10=0 then  
   begin  
     MN; 
     Delay(t);  
     MN  
   end; 
   t2:=t2+step; 
  Until t2>1; 
  t1:=t1+step; 
 Until t1>1; 
 ReadLn;  
 CloseGraph 
end; 
 
BEGIN 
  ABCD; 
   
  Paral(0.01, 1000) 
END. 
 

147. '�!�$������� ������. �
��� ������������� ����� ����� 
�	���� ��
���!	�� �������!	��
, �
��
� �� ������� �������� 
������	�� 	� ��	�� ��� ���� �������� � ��	�
�� 	
 �
����	�� 
�����	
� ���� �������!	��
.  

 

*
#
��
 
 

L
�������� ��
���!	�� ��-
�����!	�� A1A2A3A4A5. E
��
� 
�� �����	
 � ��	�� �� ����-
	�� �����	 � ��
�	
�!� ���
-
���� ������!	�� (A1A2 �� ���-
��	�� A1A5 � ��
�	
�!� A5A2), 

 � ����� ����	��� �����	
�� 
� ��
�	
�!� – ����������!-
	�� (A1A2 �� �����	
�� A1A5, 
A2A3 � ��
�	
�!� A5A3).  

2����!���� �����!�
� �����-
����� �
�
��. L����-.�.�. �	��-
�� ��
�
		�� ����������!	�-

��� �������
����. 2������ .�.�. �������� �����, ���	
����
��� 
�� ��
�	�� ���� ���� �
��� ����
�, ������� �
���	��� ������-
	��	�� ������ (������	
 	
 ����	��). +�� ���� �
	��
 ������, �
 

A1

A2 A3 

A4 

A5  

 

 

A   6

A7   

A   8

A9   A   10

A12   A   11

A13       

A   14

A15
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�������	��� 5 �����, ����	
��		�� �����
�� (�����	 �
��� 
��
���!	�� �������!	��
), 	� ������ � .�.�.  

 

<��
��������
 
 

���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-
�����
�! ������� �������	�� .�.�., �������� ������	
�� ���� 
����� �� �
���
�������� #�����
�. 

 
���� ���
��������� 
1. �
��� ������	
�� �����	 ��
���!	�� �������!	��
 �� 

#�����
�  xi = x0 + r cos �
�
�

�
�
� �

25
2 �� i  = x0 + r sin 

5
2 i�� ,  

                 yi = y0 + r sin �
�
�

�
�
� �

25
2 �� i = y0 – r cos

5
2 i�� ,  i = 1, …, 7  

(��� �������
 �
�!	����� �������	�� � ����
� ����� ����
�!, 
��� x6 = x1, y6 = y1, x7 = x2, y7 = y2). 

2. +����	�� �����!�
� ���������� �
�
��, ��������
�! ����-
���	�� ������� .�.�. �
� ��������	�� ���� �
�
������
���� 
(������), �
���� �� ������� – .�.�. ������	 ���������	�� 
��������, ��	�� ������� �
�������	� 	
 ����������
��� �����-
	
� ��������������� �
�	������		�� ��
����� �	���� ��
���!-
	�� �������!	��
.    
 

?
������� ���
��������� 
1. $�������! ������	
�� �����	 (�����	�� �
������ x � y 

��������		�� ���
 � �	����
�� �� 1 �� 7) � �����
���! ��
���!-
	�� �������!	�� � �� ��
�	
�� – ��������
 Pentagon (��	��, 
�
���� ����
		�� �����	���� � ��	��
�!	�� ��� �
�
	� � 	�� 
��	��
	�
��). 

2. $ ��������� InterSection (������		�� step (�
), k (���##�-
���	�), t (�
�����
) – �
�
�����):  


) ����
�! �����		�� ��������� Rhomb, �
�
����� ������� a, 
b, c, d �������� �	����
�� ������	
� x[i], y[i] �����	 �
�	����-
��		�� ��
�����. E�����	
�� ����
� �
�
����
�� ��
	�
��	�� 
��������� Line ��� �������	�� 	
���		�� ��������, �
���	��-
��� �����. $�����	
 step ������ 	
 �
�����	�� ����� ����
��, 
 
���##����	� k �
�
�� �
�����	�� ����� ���
�� �����, ������� 
��������� �
�
����!	�� ������; 

�) ����
�! ��������� Rhomb 5 �
� � ���������� �
�
����
��. 
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Uses Crt, Graph; 
Var  x,y: Array [1..7] of Extended; 
 
 
Procedure Pentagon; { r=700,   ��� 0.0005     } 
const x0=320; y0=262; r=260; { ����
 � 
���� } 
      degree=2*pi/5;         {����
������ ����} 
var   Gd,Gm,i: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi;  
  InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetBkColor(15);  
  SetColor(12); 
  SetLineStyle(0,0,3); 
  MoveTo(x0,y0-r); 
  for i:=1 to 7 do 
  begin 
    x[i]:=x0+r*sin(i*degree); 
    y[i]:=y0-r*cos(i*degree); 
    LineTo(Round(x[i]),Round(y[i])) 
  end; 
  SetLineStyle(2,1,1); 
  for i:=1 to 5 do    { ��������� } 
  Line(Round(x[i]),Round(y[i]),  
       Round(x[i+2]),Round(y[i+2])) 
end; {Pentagon} 
 
Procedure InterSection (step:Extended; k,t:Byte); 
 
 Procedure Rhomb (a,b,c,d: Byte); 
 var xm,ym,xn,yn,t1,t2: Extended; 
 begin 
  t1:=0; 
  Repeat 
    xm:=x[a]+t1*(x[b]-x[a]); 
    ym:=y[a]+t1*(y[b]-y[a]); 
    t2:=0; 
     

    Repeat 
      xn:=x[c]+t2*(x[d]-x[c]); 
      yn:=y[c]+t2*(y[d]-y[c]); 
      PutPixel(Round(0.5*(xm+xn)), Round(0.5*(ym+yn)),12); 
      t2:=t2+step; 
      Delay(t); 
    Until t2>1; 
 

    t1:=t1+k*step;       
  Until t1>1; 
 end; {Rhomb} 
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begin 
  Rhomb (2, 1, 3, 4); 
 

  Rhomb (3, 2, 4, 5); 
  

  Rhomb (2, 3, 1, 5); 
 

  Rhomb (5, 1, 4, 3); 
 

  Rhomb (5, 4, 1, 2);    

  ReadLn; CloseGraph 
end; {InterSection} 
 
BEGIN 
  Pentagon;   { step,  k, t } 
  InterSection(0.001, 33, 10) 
END. 
 
 

148. 
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148. 5$��3��"!�. �
��� ������������� ����� ����� ������	 
���� �
		�� �����	����, ���� ������, ������
��� �����, ���-
����� ����� �
		�� �����.  

*
#
��
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
+���! ����
�, ��������
� ����� �
		�� ����� K, �������
�� 

�
		�� �����	���! � ��	���� O � ����
� M � N. G��� A – ����-
��	
 ����� MN, �� 8A � MN (�
�
�
-������
 1). 

J
� �
� ��� ��� OAK ������, �� ��  �
���
���!	��� �������� 
�����	���� ������� .�.�. – �����	���! � ��
������ OK.  

 
<��
��������
 

 
���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-

�����
�! ������� �������	�� .�.�., �������� ������	
�� ���� 
����� �� �
���
�������� #�����
�. 

 
���� ���
��������� 
1. �
��� ������	
�� ��	��� ��
����
 – ����� C � D �
� ����� 

��������	�� ������ OK c �����	���!� (	� ����
���!	�). 

 
0
1

0
2

3

����

��
�
�

�

.)()(

,)(

222
ooo

oo
ok

ok

ryyxx

yxx
xx
yyy

  (x – xo)2 + (x – xo)2
2

��
�

�
��
�

�
�
�

ok

ok

xx
yy

 = r2.  

G��� k =
ok

ok

xx
yy

�
�

, ��  (x – xo)2 (k2 + 1) = r2,   xC,D = xo & 
12 �k

r , 

    yC,D = k (xC,D – xk) + yk. 
2. $�������! ������	
�� ������		�� ����� M �
		�� �����-

	���� c �����!� ����	������������ #�	���� ��	�� � ����	��. 

O 
K  
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3. $�������! ������	
�� ����� N �����	���� �
� ����� ������-
��	�� ������ MK c �
		�� �����	���!� �
����
 r (��. 59). 

4. �
�����! ������	
�� c�����	 ���� MN, �����	�� #������ 
��� ������	
� ������	� ������
. 

2������ .�.�. – �	������� c�����	 �������� MN.  
 
?
������� ���
��������� 
1. $����� �
		�� �
� ���������		�� ��	��
	��: xo, yo, r (��-

���	���!), xk, yk (����
 K), �����
���! �����	���! � ����� – ���-
�����
 Data.  

2. �
��� ������	
�� xc, yc, xd, yd ��	��� ��
����
 CD – ���-
�����
 Coords_C_D. 

3. $ ��	��	�� ��������� Circles � ����� � ����
		�� �
�� 
�����	��! ����� �
		�� �����	���� (�
�
���� t – ������!	���! 
�
������). +�� ����: 

��������! ������	
�� xm, ym ����� M � �����
�
�! ��; 
��������! ������	
�� xn, yn ����� N – �����		
� ��������
 

Coords_N (k, l, a, b, c, d – ����������	�� ������		�� ��������	-
	�� ���
); 

�����
�
�! ����� MN – �����		
� ��������
 MN (�����!����-
�� ��
	�
��	
� ��������
 SetWriteMode c �
�
������ XorPut); 

�����
�! �����	���!, ��
����, ����� O, K, C, D;  
�����
�
�! ������	� ���� MN, ������	
�� ������� ����
� 

�
�
����
�� ��
	�
��	�� ��������� PutPixel.  
 
Uses  Crt,Graph; 
Const xo=320; yo=240; r=230; {�����" �	
������   } 
      xk=170; yk=180;        {�����" ���	�: xk<>xo} 
Var   xc,yc,xd,yd,xm,ym,xn,yn,k,d,i: Real; 
 
Procedure Data; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetColor(10); Circle(xo,yo,r); 
  FillEllipse(xo,yo,3,3); FillEllipse(xk,yk,3,3); 
  OutTextXY(40,440,'Press Enter'); ReadLn 
end; 
 
Procedure Coords_C_D; 
begin 
  k:=(yk-yo)/(xk-xo); 
  d:=r/Sqrt(1+k*k); 
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  xc:=xo-d;  yc:=k*(xc-xk)+yk; 
  xd:=xo+d;  yd:=k*(xd-xk)+yk;     {������
 CD} 
  Line(Round(xc),Round(yc),Round(xd),Round(yd)); 
  FillEllipse(Round(xc),Round(yc),4,4); 
  FillEllipse(Round(xd),Round(yd),4,4); 
end; 
 
Procedure Circles(t: Integer); 
const degree=pi/180; 
 Procedure MN; 
 begin 
   Line(Round(xm),Round(ym),Round(xn),Round(yn)) 
 end; 
 Procedure Coords_N; 
 const eps=0.1; 
 var L,a,b,c: Double; 
 begin 
   k:=(ym-yk)/(xm-xk); 
   if Abs(xm-xk)>eps then 
   begin 
     L:=yk-k*xk; 
     a:=k*k+1; b:=xo+k*(yo-L); 
     c:=r*r-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); 
     d:=sqrt(b*b+a*c); 
     if xm>xk then d:=-d; 
     xn:=(b+d)/a;  yn:=k*xn+L 
   end; 
 end; {Coords_N} 
begin 
  SetWriteMode(XorPut); SetPalette(10,2); {(10,48)} 
  i:=0; 
  Repeat 
    xm:=xo+r*cos(i*degree); 
    ym:=yo+r*sin(i*degree); 
    SetColor(2); Circle(Round(xm),Round(ym),2); 
    Coords_N; 
    SetColor(14); 
    MN; Delay(t); MN; 
    PutPixel(Round((xm+xn)/2),Round((ym+yn)/2),14); 
    i:=i+0.5 
  Until KeyPressed; 
  FillEllipse((xo+xk)div 2,(yo+yk)div 2,2,2); 
  MN; 
  ReadLn; ReadLn; CloseGraph 
end; {Circles} 
 
BEGIN   
  Data; Coords_C_D; Circles(5000)  
END. 
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149. �@�� � @��. �
 �����	���� �
	� ����� A � B. �
��� ��-
����������� ����� ����� M, ��� �
���� �� ������� MA � MB = MN2 
(MN – �
�
���!	
� � �����	���� � ����� N). 

 

*
#
��
 
 

2� �
�
��-������� 24 ���- 
����, ��� .�.�. ������������� 
����� �����  AM1  �  BM2.  

G��� ��� MA �������
�� ��-
���	���! � ����� C, �� �� ����-
��� MA � MB = MN2, 
 �� �
�
-
��-������� MA � M� = MN2. 
>����
 MB = M�, �.�. ������!-
	�� MBC – �
�	������		�� �    
 MCB =  MBC.  

2����:  BMC = 180� –            
– 2  MCB = 180� – 2 (180� –  ACB) = 2  ACB  – 180� .  

+�����		
� �
�	���! ������		
. @	
���, .�.�. ������������� 
�
��� �����, ������� ����
� �����	
�� �
�	�� ����, ����
�-
����� 	
 ������� AB �
�
		�� ���	�, �.�. ����� ��� (��� �� 
��	���) ����� �����	����, ���������� ����� ����� A, B, M. 

J
��� ���
���, ������� .�.�.  – ��W���	�	�� ����� AM1, BM2 � 
��� AMB, �
�������		�� �	� �
		�� �����	����. 

 
<��
��������
 

 
���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-

�����
�! ������� �������	�� .�.�., �����	�� ��
	����
	�� ���
	-
	�� ���
��� ��� ��������	�� ������	
� ����� � �������� ����-
���, ������		�� �� �
���
�������� ����	���	��. 

 
���� ���
��������� 
1. @
�
�! ������	
�
�� ��� ����� A � B �
		�� �����	���� � 

��	���� O � �
������ ro:  (x – xo)2 + (y – yo)2 = ro
2.  

+���!  ya = yb = yo + roh. J��
 (x – xo)2 = ro
2 – (roh)2. >����
 x =     

= 21 hro �& + xo, �.�. xa = xo + 21 hro � ,  xb = xo 21 hro �� . 
    B�� ������� ����� M (xm, ym), ��
	���� ���
		�� ���
��!: 
2. $�������! ������	
�� ����� �
�
	�� N  (��. �
�
�� 136). 

1 2
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3. �
�����! ���	� �������� MA, MB � ������	� MN2, �����	�� 
#������ ��� �������	�� ���	� ������
. 

2������ .�.�. – �	������� ����� M, ��������������� 
������� MA � MB = MN2. 

 
?
������� ���
���������  
1. $����� �
		�� xo, yo, ro � ����� ��	��
	�. 
2. 2����
���! �
		�� �����	���! – ��������
 Init. 
3. �
��� ������	
�� xa, ya, xb, yb ����� �����	���� A � B 

(�����!��� �
�
���� h), �����
���! �����	���! � ��� ����� – ���-
�����
 Coords_A_B. 

4. $ ��������� Omega (�
�
����� �
�����
 � ���	���!), ��
	�-
��� ���
		�� ���
��! ��� ������		�� ����� M � ������	
�
�� 
xm, ym: 

	
�����! ������	
�� xn, yn ����� N – �����		
� ��������
 
Coords_N (k, l, a, b, c, d – ����������	�� ������		�� ��������	-
	�� ���
, xp, yp, rp – ������	
�� ��	��
 � �
���� ������
���!-
	�� �����	����); 

��������! ������	� MA, MB � MN2; 
�����
�
�! �����, ��������������� ������� MA � MB = MN2. 

5. $���
�! � ���� ����
��� ��������� Coords_A_B � Omega � 
�
����	��� �
�
����
��. 

 
Uses  Crt, Graph; 
Const xo=320; yo=120; ro=100; 
Var   xa,ya,xb,yb,xn,yn: Extended; 
 
Procedure Init; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetColor(10); SetBkColor(2);  
  Circle(xo,yo,ro); 
  SetFillStyle(1,10); FillEllipse(xo,yo,2,2); 
  SetWriteMode(XorPut) 
end; 
 
Procedure Coords_A_B (h: Extended); 
var dx: Extended; 
begin 
  ya:=yo+ro*h; yb:=ya; 
  dx:=ro*sqrt(1-sqr(h)); 
  xa:=xo+dx; xb:=xo-dx; 
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  FillEllipse(Round(xa),Round(ya),3,3); 
  FillEllipse(Round(xb),Round(ya),3,3); 
  OutTextXY(280,460,'Press Enter'); ReadLn; 
  Write(#7); SetPalette(10,48) 
end; 
 
Procedure Omega(t: Byte; eps: Extended); 
var MA,MB,MN_2: Extended;  
    xm,ym: LongInt; 
 Procedure Coords_N; 
 var xp,yp,rp,k,l,a,b,c,d: Extended; 
 begin 
   xp:=0.5*(xo+xm); yp:=0.5*(yo+ym); 
   rp:=sqr(xo-xp)+sqr(yo-yp); 
   k:=(xp-xo)/(yo-yp); 
   L:=0.5*(rp-ro*ro-xp*xp-yp*yp+xo*xo+yo*yo)/(yo-yp); 
   a:=k*k+1; b:=xo+k*(yo-L); 
   c:=ro*ro-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); 
   d:=sqrt(b*b+a*c); 
   xn:=(b-d)/a; yn:=k*xn+L 
 end; {Coords_N} 
begin 
 for xm:=60 to 580 do 
  for ym:=yo+1 to 440 do 
  begin 
   if sqr(xm-xo)+sqr(ym-yo)>sqr(ro) then 
   begin 
    Coords_N; 
    MA:=sqrt(sqr(xa-xm)+sqr(ya-ym)); 
    MB:=sqrt(sqr(xb-xm)+sqr(yb-ym)); 
    MN_2:=sqr(xn-xm)+sqr(yn-ym); 
    if Abs(MA*MB-MN_2)<eps  
    then PutPixel(xm,ym,14 
    else  
    if GetPixel(xm,ym)<>14  
    then PutPixel(xm,ym,10) 
   end; {if} 
   Delay(t)  
  end; {for} 
end; {Omega} 
 
BEGIN 
  Init; 
  Coords_A_B(0.33);  
  Omega(5,50); 
  Coords_A_B(0.6);   
  Omega(5,150); 
  ReadLn; CloseGraph 
END. 

150. 
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150. 5$��3��"!�. B
	� ��� �����	����, �������
������ � 
����
� A � B. R���� ����� B �������	
 ��������!	
� ����
�,  
�������
��
� ��	� �����	���! � ����� M, 
 ����� – � ����� N, 
�����	�� �� ����� ����� ���� �����	�����. �
��� �������-
������ ����� ��	���� �����	�����, ����
		�� ����� AMN.  

*
#
��
 
 

@
�����, ��� ���   
U AMN ����� ������	-
	�� ������	�. B����-
�����!	�, ��� AMN � 
ANM ����
		�� � ���-
�
���� 	
 ��	� � �� �� 
��� AB ������������-
��� �����	����.  

>����
 �������, ��� 
��� ������!	��� AMN 
�����	�. E���� ���, 
��� AKN ����� ����
-

	��! ������		�� �	
��	��, ���� K – ����
, �����
� MN � ��	�� � 
��� �� ��	���	��. ?�����
���!	�, ����
 K ������ �����	���!.  

J���
 X, �����
� AK � ��	�� � ��� �� ��	���	��, ����� 
������
�! ��������	�� �� �����	���!. V�	�� �������� – ����
 
A, ���##����	� – AX/AK.  

V�	�� ����
		�� �����	���� ������!	��
 – ����
 ��������	�� 
������		�� �����	���������, �������		�� � �� �����	
�, �����-
�� ������� .�.�. �
��� �����	���!.  

 
<��
��������
 

 
���������� ������. C������
�� ����� ����
������
	�� ����-

�����
�! ������� �������	�� .�.�., �������� ������	
�� ���� 
����� �� �
���
�������� #�����
�. 

 
���� ���
��������� 
1. �
��� ������	
�� ����� A � B  (��. �
�
�� 136). 
2. $�������! ������	
�� ����� N �����	���� O�� (P, rp) c 

�����!� ����	������������ #�	���� ��	�� � ����	��. 
3. $�������! ������	
�� ����� M �����	���� O�� (O, ro) �
� 

����� ��������	�� ������ NB c 	�� (��. �
�
�� 136). 

O 

M  1

M  2

N 1

N   2

K  1

K    2

X    1

X2
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4. �
�����! ������	
�� ����� � – ��	���� ����
		�� �����-
	����� ������!	���� AMN (��. �
�
�� 137). 

5. $�������! ����	�� ��
 A �� #������ �os A = 
ANAM
ANAM
�
� . 

6. �
�����! ������	
�� c�����	 �����	 AN � AM, �����	�� 
#������ ��� ������	
� ������	� ������
. 

2������ .�.�. – �	������� ��	���� C.  
 
?
������� ���
���������  
1. $����� �
		�� ����� �����
��
	�� �	
��	�� ������		�� xo, 

yo, ro, xp, yp, rp, �����
���! �����	���� – ��������
 Circles. 
2. �
��� ������	
�� xa, ya, xb, yb ����� ��������	�� A � B, 

�����
���! ����� – ��������
 Coords_A_B. 
3. $ ��������� Centers � ����� � �
�� � ���	 ������ �
���, 

���
 	� ����� 	
�
�
 ���
� ��
���
: 
��������! ������	
�� xn, yn ����� N; 
��������! ������	
�� xm, ym ����� M – �����		
� ��������
 

Coords_M  (k, l, a, b, c, d – ����������	�� ������		�� ������-
��		�� ���
); 

�����
�
�! ��������	�� ����� M, N �� �����	����� � �����-
�!	��� AMN (��� �����
	�� � ��
��	�� ������	�� �����	����� 
��������
 SetWriteMode) – �����		
� ��������
 AMN; 

��������! ������	
�� x�, y� ����� �, ��	���� ����
		�� 
�����	�����, �����
�
�! �x – �����		
� ��������
 ?_e_n_t_e_r  
(�
�
���� t ���� ��������� – ������!	���! �
������ ��� �����-
���
	�� �������� �����
 ���������� ��W�����); 

	
�����! ����	�� ��
 A (������	�, �����
� ����	
 ���! 
������		��) ��� 	
�����	�� �
 �����	���!� �������	�� – ���-
��		
� ��������
 ?os_A; 

��������! ������	
�� ������	 �����	 AN � AM, ������
���� 
�����	����, �����
�
�! ��� �����. 
 
Uses  Crt, Graph;  
     {� � � � � �: ��
��	�&���" �	
������} 
 

Const xo=135; yo=270; ro=130; 
      xp=415; yp=230; rp=220; 
 

Var   Gd,Gm,x,y: Integer; 
      xa,ya,xb,yb,xc,yc,xm,ym,xn,yn, 
      xv,yv,xw,yw,k,L,a,b,c,d,i: Real; 
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Procedure Circles; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetColor(10); 
  Circle(xo,yo,ro); FillEllipse(xo,yo,3,3); 
  Circle(xp,yp,rp); FillEllipse(xp,yp,3,3); 
  SetTextStyle(DefaultFont,HorizDir,2); 
  OutTextXY(40,440,'Press Enter'); ReadLn 
end; {Circles} 
 
{��������� 	��
����� ����	 ��
������" �	
�������} 
Procedure Coords_A_B;  
begin        
  k:=(xp-xo)/(yo-yp); 
  L:=(rp*rp-ro*ro+xo*xo+yo*yo-xp*xp-yp*yp)/(yo-yp)/2; 
  a:=Sqr(k)+1; b:=xo+k*(yo-L); 
  c:=ro*ro-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); 
  d:=Sqrt(b*b+a*c); 
  xa:=(b-d)/a; ya:=k*xa+L; 
  xb:=(b+d)/a; yb:=k*xb+L; 
  FillEllipse(Round(xa),Round(ya),4,4); 
  FillEllipse(Round(xb),Round(yb),4,4); 
  OutTextXY(Round(xa)-15,Round(ya)-30,'A'); 
  OutTextXY(Round(xb)-10,Round(yb)+20,'B'); 
  ReadLn 
end; {Coords_A_B} 
 
Procedure Centers(t: Word); 
const degree=pi/180; 
      del=#219+#219+#219; 
var   z: String[7]; 
 {��������� 	��
����� ���	� M ���
�� �	
������} 
 
 Procedure Coords_M; 
 const eps=0.001; 
 begin  
   k:=(yb-yn)/(xb-xn); 
   if Abs(xb-xn)>eps then 
   begin 
     L:=yb-k*xb; 
     a:=Sqr(k)+1;   
     b:=xo+k*(yo-L); 
     c:=ro*ro-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); 
     d:=Sqrt(b*b+a*c); 
     if xm>xb then d:=-d; 
     xm:=(b-d)/a;   
     ym:=k*xm+L 
   end 
 end; {Coords_M} 
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 Procedure AMN;         {��	���� �
��������	 AMN} 
 begin  
   Line(Round(xn),Round(yn),Round(xm),Round(ym)); 
   Line(Round(xm),Round(ym),Round(xa),Round(ya)); 
   Line(Round(xa),Round(ya),Round(xn),Round(yn)); 
 end; {AMN} 
 
{��������� 	��
����� ����
� �������� �	
������} 
 Procedure Center; 
 begin  
    k:=(xn-xm)*(ym-ya)-(xm-xa)*(yn-ym); 
   {k=0, ��� ���	� M � N ������&�  ���	�� A} 
   xv:=(xa+xm)/2; yv:=(ya+ym)/2; 
   xw:=(xn+xm)/2; yw:=(yn+ym)/2; 
   k:=((xw-xv)*(xn-xm)-(yn-ym)*(yv-yw))/k; 
   xc:=xv+k*(ym-ya); yc:=yv+k*(xa-xm); 
   PutPixel(Round(xc),Round(yc),14) 
 end; {Center} 
 
 Procedure Cos_A; {��������� 	����� ���� A} 
 var AM,AN,scalar,ratio: Real; 
 begin 
   AM:=Sqrt(sqr(xm-xa)+sqr(ym-ya)); 
   AN:=Sqrt(sqr(xn-xa)+sqr(yn-ya)); 
   scalar:=(xm-xa)*(xn-xa)+(ym-ya)*(yn-ya); 
   ratio:=scalar/(AM*AN); 
   Str(ratio:1:4, z); 
   SetColor(14); OutTextXY(40,40, z); 
 end; {Cos_A} 
 
begin {Centers} 
  SetWriteMode(XorPut); 
  SetPalette(10,48);  {(10,2), (10,16)} 
   
  i:=0; 
  Repeat          {   ����� ������� �	
������   } 
   {��������� 	��
����� ���	� N ��
��� �	
������} 
    xn:=xp+rp*cos(i*degree); 
    yn:=yp+rp*sin(i*degree); 
    PutPixel(Round(xn),Round(yn),15); 
    Coords_M; 
    PutPixel(Round(xm),Round(ym),2); 
    {����
������ �
���. � ����
� �������� �	
. } 
    Center; 
    Cos_A;            
    AMN; Delay(t); AMN;  { AMN;} 
    {�
����� ��
�� �
���. ������&� �	
������} 
    PutPixel(Round((xa+xn)/2),Round((ya+yn)/2),5); 
    PutPixel(Round((xa+xm)/2),Round((ya+ym)/2),5); 
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    SetColor(0); OutTextXY(40,40,del+del+del); 
    i:=i+0.333  {i:=i+5} 
  Until KeyPressed; 
 

  ReadLn; CloseGraph 
end; {Centers} 
 
BEGIN 
  Circles; 
  Coords_A_B; 
  Centers(3000) 
END. 
 

 
 
����
�����:  
� B
		�� ������
���	� �
� ��	��
	�� � ���!� ����
��	�� ������� ����
��. 
B
		�� ���	� ������! � ����
��� �
����	��� ������
��: �����
��
	��� 
�	
��	��, � �����!� ����
���
 ����
, � �����!� �
����
 ����
�	�� �����, 
���	��� �� �	��	�� #
����. 
� SetWriteMode(XorPut) ���
	
����
�� �����
�!	�� ����� �
���� ��� ����-
�
	�� ��	��, ��� ��������� ��� ������	�� ���
��	�� � ��	�� �� ��
	�
��	�� 
�������� �����
	�� DrawPoly, Line, LineTo, LineRel, Rectangle (��� ���������, 
�����!������ ��) � ����� ���
	����		�� ��� ����	���
��� �
������ ����
�! 
��� 	
�����
		�� ��	��. 
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9.3.  ���D�EF�� � ����%����� 

2	���
����	
� ����!����	
� �
#��
 � "������������� �#-
#����" �������
�� �
���
�����, ��������
�����, ����
�������. 
L
���	
�!	���! � �������	���! ����! 	������ �����
���� � �
�-
������ 	�������
�������!� � ����	���!�.   

3$��� ���
��
�� – 	���
� 	���
�
��� ���	!0�
��� ��� 	�����
��� � 
��������� �������
��$ – ���
��� ���-�� � ���
� ���0��
���� 	�
��
�
: 
".��	�
$ 	�
�������
��� ��
 ����� � 3������ ������ ���
�, �
 	��������� 
���
� ���������! ���� ��&
���, �	�����
��
 ����#� ���
������ �������� 
	������, ���� ����� ��������
��
 ��&
���, 	������0%�
�� �������, ��	����-
��� � 	������
. � 	���%!0 ���	�
� � ����� �����
� �� 	����� �����%
��� 
�������'�, ��
��� �� ����
��
� ��
�
������$ �����'� � 	��
�'���!��$ ��
, 
�
��� � ���
�
 � �������
���$ �������!0 � ����0��� �� ���������� �����
�-
�
$ ����� ��������
�!��$ ��#���".  

&
��		
� �
#��
 ����	� – ������	�� �	������	�, �����-
	����� �� ��
	�
��	�� #���� ����� � ����!������ �� ���
�	
 
���-���
	�� � ����
	�� ������!	�� �##����� � ����!����	�� 
����
��
�, ��������
��, #��!��� � �.�. 

 

?����#������� ������ ��������� � �����	�� ������� ������-
	
�. >	� ���� ���! ����
����, ���
��, �
���������
�������. 
&	�� �������� � 
������
� �������	�� ��
���!	�� �
������ 
	
 ���������. ��������
����� #�
��
�!	�� "���� ��� ��
" � 
�
������ ��	#���
��� � ������������ ��� "���	!" [30]. 

 

$ �
��������!	�� �
�����, �������
� ���������
	�� .�.�. � 
"���
���� ��	��
����", �
�������� ���
���� 	�������� ��-
������ ��	��, 
 �
��� ��
��	�� � ��
������� �����. C��������-
������ ������������� �
����
� � �
�
�� � ����	���� �
���
-
���!	� ������	� � �	�
� [21] – [23].   

 

8���0%�� ��������
 ��	�� 	
 ��������� – ��	��, �����
� � 
�
���� ����� ����� �
�
���� ��	�� ��	�� ��������
 (�	������
). 

�
������, ��� ��������
 �����	����� ���	
����� �
����
 � 
��	��
�� 	
 ������ ���
��
� ������� �� ���� �
�
����!	�� 
������. J����� ���
���� �����!������ � �
���
����, � #����� 
��� ����	�� �
����	�� 	
��	�� �
�
�. 

 

E���
� ��	�� – ���! ���� ���������� ����� (����
� ��	�� – 
�
��	�� ����
� ������). ��������� ������ ��������		� ������-
������ �
� ���
������ ����� �����	����, �
������� �� ������ 
��	�� ��� �����	����. 2����	��� ��
������� ����	�� ������� 
�����	�� ��� � ����	���� �
	��
���! 
����	���. 

151. 
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151. 5$��3��"!�, &����", �����%��� 
B
	� �����	���! � ����
 A. R���� �
���� ����� M �����-

	���� �������	
 ����
�, �����	�������	
� ������� MA. 8�-
��0%
$ ���� ��������
 ������ �����: 1) ���������!, ���� A 
����
�
�� � ��	����;  2) �	
�����, ���� A ����� �	� �����	����;  
3) ����	�, ���� A ����� �	���� �����	����. 

 

 
Uses  Crt, Graph; 
Const {1)}  { r=160; z='�	
������'; w=0;    } 
      {2)}  { r=80;  z='@���
����';  w=130;  } 
      {3)}    r=180; z='$����';     w=130; 
      { w - 
���"��� �� ����
� �� ��	���  } 
      xmin=40; xmax=640;      {������ ������} 
 
Procedure Init; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi;  
  InitGraph(Gd,Gm,'d:\tp\bgi_rus'); 
  SetColor(11); SetBkColor(1); 
  Circle(320+xmin div 2,240,r); 
  SetLineStyle(3,0,1);  
  SetTextStyle(1,1,4); 
  SetFillStyle(1,15);   
  SetWriteMode(XorPut) 
end; 
 
Procedure Figure(xa,ya: Integer); 
const t=pi/45; 
      step=0.02;    {���, 
�����
�&��� 	�
��� ������} 
var   k: Double;              {	���. ��
�����	. �
"���} 
      i,xm,ym: Integer;       {	��
�. ����	 �	
������} 
 
 Procedure P_Line; 
 var x,y: Double; 
 begin 
   x:=xmin; 
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   Repeat               {�
"��� ����� �
�"�" �� ���	��} 
     y:=k*(x-xm)+ym; 
     PutPixel(Round(x),Round(y),9); 
     x:=x+step         
   Until x>xmax; 
   Bar(0,0,xmin,480); 
 end; {P_Line} 
 
begin 
  FillEllipse(xa,ya,2,2);              {��	�� ��� ����
} 
  OutTextXY(0,150,'Press Enter');  
  ReadLn; 
  for i:=1 to 90 do 
  begin 
    xm:=Round(320+xmin div 2+r*cos(i*t)); 
    ym:=Round(240+r*sin(i*t)); 
    Line(xa,ya,xm,ym);          {����
�����" ��
���	 <J} 
    if Abs(ya-ym)>0.1 then k:=(xm-xa)/(ya-ym); 
    P_Line;        {����
�����" ��
�����	��"
��" �
"��"} 
    Line(xa,ya,xm,ym)              {��
���" ��
���	 <J} 
  end; 
  WriteLn(#7#7) 
end; {Figure} 
 
BEGIN 
  Init;  
   

  Figure(320+xmin div 2+w, 240);  
  Figure(320+xmin div 2-w, 240); 
   
  OutTextXY(0,150,z);  
  ReadLn; CloseGraph 
END. 

 
$ ����
��� � ����� ��	��
	� �
�
���� �
���� r �
		�� �����-

	����, ����� z ��� �����
 �����
 � �
�����	�� w �� ��	��
 �����-
	���� �� #������ ������
 ��� ��������. w�	�, ��� ��� �����-
	����, �
� ���
����, w = 0.  

+����� ��	�� �������� �� ����
� ��� �����!���
	�� ��
	�
��-
	�� ��������� Line. $ ����� � �
�� � 4º (t = pi/45) �����
�
���� 
������� ������ ��������
 � �����	�������� AM. ?������! ��-
���
 ����� ����������� �	
��	��� ������		�� step. 

+�������
 Figures �����
���� ��
���, �.�. ��� ����
�
���� 
���
���� �������� ��� ����� A � �����, ���������	�� �� ��	�-
�����!	� ��	��
 �
		�� �����	����. K�
 �
�
 ����� ������ #�-
���
�� ��� ������
 � ��������.  

152. 
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152. '���%���. B
	� ����
� l � ����
 A. R���� �
���� ����� M 
�
		�� ������ l �������	
 ����
�, �����	�������	
� ������� MA. 
8���0%
$ ���� ��������
 ������ �������� 	�������. 

 
+����

�� ���
���� �
������-

���!	� ��������! ���
����, ����-
	�� ���� ��������� Figures � �����-
����� ����
���. 

�
 ����	�� ����
 �����
��	
 �
-
�
���
, �������		
� � ����
��	��� 

������� ������ l, �
�	�� 3. 

$ ���������� �
����� �����	
� 
���
��
� ���	���
 � �
�
�� 143.  

 
@
���
���!	�� ������ ������	� ��� ��-

��� 20 �����. 2� ��	��	�� �������
 ����
	� 
� ����	�	�� "> ��	������� ����	���" C���-
��	�� +������, ������ ����� � ��	� 
����� � G�������.  

"C	���	
� �
���
���
 ���
���
 ������� 
������	��� �
�� ������. H�
�	�� ������ 

	���	���� – �����	���!, 
 �
��� ������, 
�������
 � �
�
���
, ����������� � 

C�����	��. 2 ���. ?�
��!�, ��� ������ �
��	� ���
	��� 	� ������ �
 ������� 
���� �
�
�
 ������: ��
	��� �������� �� ������
�, 
 �����		�� ���
 ����� �� 
�
�
���
�… B���� ����� ��� ����	����� �
���
���� XVII ���
 ���
���
�� 
���� 	���� ������ ��������
	�� 	
 ��������: ��������� �
�
���!	��, 	
������ 
����
�� ��� 	��, ��������� ���	� �� �� � �.�… V������
 ��
�
 ������ 
"	�
	���	��" ������, �����
� ��
�
�
�! ����
		�� � �
��	
�� �������. 
$���	����!, ��� ���		� �������
, 
 	� �����	���!, �
� ���
� H
�����, ���
�
�� 
��� ���������, ��� ����, ����!����� �� 	�� ��� ���	��, ������
�� �����
	�� 
������
, 	� �
������� �� 	
�
�!	�� ������	��. K�� �������� �������� – �� 
�������������! (�.�. �
�	������		���!) – ������ H���	�" [22]. 

"L
�	����
�	�� �
�
�� �� #�����, ���
	���, �
���
����, ����
		�� � 
��	����	��� �������, ��������� ����	�� �
�	�� ��� ���	�� 
	
���������� 
�������, ����
		�� � XVII ���� B��
����, m���	����, �!���	��, '���
 � ���-
��� ���	���.  K�� ������ �
�� ������	���! ������� �� �
��	�� �
�
�, ����
	-
	�� � �
���
���!	��� �������, � ����� �
��	����	�����, �������� ����� 
��
��
� ������" [23].  

 

J
�, ������
� ��
	��
�	�� �����	�� � �����!� ����	�� 
�������
�!	�� ������, 2. E����� ���
	����, ��� ��
������� 
��
	�� � ���!��� ���	���!� – �������, � ��	�� �� #������ ����-
��� 	
������� ?��	��; �!���	, �����!��� ������, �#������-
���
� � ����� ����	�� 
�����	
�������� �
�
�� [22, c.65].  



H�
�
 9 
______________________________________________________________________ 

 

306

 

153. g�$����� (�� ���. ����
 kykloeides – "�������
�	��") – 
�����
� ����
�, ������
��� ���
�����
$ ����� �����	����, 
�
������� ��� ����!��	�� �� 	�������� ������. >����	���! 
	
���
�� ������
����, 
 ������ – 	
��
�������.  

 

8���0%
$ ��
������ ������
���� �����	���� �������� ���-
����
 ����� ��	!��� �
����
.  

 

 

C���	�� �����	�� �����, ������
���� ��������, �
��

���� 
	
 ��
�
���!	�� � ������
���!	�� � ���	
������ ����������. 
B��	
 
��� �������� �
�	
 8r (8r > 2�r �����������!	� � 1,27 �
-
�
: ���	� �����
��		�� 	
 ����	�� ������ �������� ���������-
���� ���	
� ������
���� �����	�����). 

E���
� �����	��	
, �
� � 	
��
�����
� ����
�.  
 
V������
 ����� �	�� �	�����	�� � �
�	�� �������, 	� �
��� 

�	
��	���� �������� ������ � ������������
 (�� �������� ���� 
"��
������" – ��
��
���� � "���	��" – �����), ����
		� � 	��. 

 

( �
������!��$ 	�������� ���� 
����� A � B. 8	�
�
���! 	��!, AMB, 
�	������! 	� �������� 	�� �
$��-
��
� ������
���$ ���
���, �
�� M, 
����� �����!�� �� ����� A, �����-
�
� ����� B � ������$#

 ��
��. 

%����
���!	�� �
���
� �� ������� 
���	��	���	�� (2. *��	����, 1696 .) 

� ����	��� ���� �
�
�� ���
��� � �
���
�� "*�
��������	
" [22]. 
E����� 	
����������� �����
 �������� �������
! 

 
%�
�	�	�� �������� ����	� �
�����
�! � �
�
����������� 

#����, ���
�
� ���
����� ������	
�� x � y ����� ������������ 
�
�
���� t.  

J��
 x = r (t – sin t),  y = r (1 – cos t), – � < t < + � (��� 
�
��	��), r – �
���� �����	����.  

2����!���� ��� � ����
���, ����
� �
�
����� t (������		
� �� 
��
������ �	
��	��� 0) ��������		�� �
 (������		
� step).  
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Uses  Crt, Graph; 
Const k=6; r=20;         {���� �
�	 � 
���� �	
������} 
      t: Double=0;                    { � � 
 � � � � 
 } 
      step=0.00007;                {�
�
������ ��
����
�} 
Var   Gd,Gm: Integer; 
      x,y  : Double;               {��	�
���� 	��
������} 
 
BEGIN 
 Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; 
 InitGraph(Gd,Gm,'d:\tp\bgi_rus'); 
 SetViewPort(320,240,320,240,ClipOff); {�
�����	�� �	��} 
 SetColor(3); Line(-320,0,320,0);   {���
���"&��" �
"��"} 
 Circle(Round(pi*r),-r, r);      {��
����&��" �	
������} 
 
 Repeat 
   x:=t-sin(t);                             { sin(2*t); } 
   y:=1-cos(t);                             { cos(2*t); } 
   PutPixel(Round(r*(x-k*pi)),-Round(r*y),11); 
   t:=t+step 
 Until t>k*2*pi; 
 
 Line(0,10,Round(2*pi*r),10);          {����� �	
������} 
 OutTextXY(-60,60, 'Q ^ ` | � ^ ~ <'); 
 ReadLn; CloseGraph 
END. 
 

�
�
�� ������� ������	
� 	
������� � ��	��� ���
	
, �.�. 
���-
�
��� �����
���!	�� ������	
� "�����
". ? ���� ���!� �����-
	�	
 ��
	�
��	
� ��������
 SetViewPort. R���� ��������� 
��� 
������ �
����� �� �
����
 r � ���##����	�
 k.  

 

$���� ���##����	� � ����� ���
��	���� sin(t) �  cos(t) � 
#�����
� ��� �������	�� ������	
�, ������� �������� – �����-
��		�� (� < 1) ��� ����	�		�� (� > 1) ��������.  

 
 

2����
��		�� ���� ������ – ����	�		�� �������� ��� � = 2.  
$��
��	�� sin(t), cos(t) �
��	����! ��������	� ���
��	����  
sin(2*t), cos(2*t). 
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154. )"!����� (�� ���. ����
 astra – "�����
") – ����0%�� 
��������
 �������� ������		�� ���	�, ��	�� ������� �
�����-
��	� 	
 ���� ��
��	� �����	�������	�� ������ (�� �	����		�� 
�����	� 	�������	�� �����	���� �
����� �����	���! ����� ��	!-
��� �
����
; ��
���� ���� �����	����, ������ ����
		�� � 	��, 
����!��� ������ ��	�
�� �� ���� ��
��	� �����	�������	�� 
������ � �
���
�� 
�������).   

 

C������
 – ��� ���
������ ����� ������	�� �����	����, 
�
������� ��� ����!��	�� �� �	����		�� �����	� 	�������	�� 
�����	���� �������� ���!��� �
����
.  

 
+
�
����������� ��
�	�	�� 
������� ����� ���: x = 4r cos3 t,  

y = 4r sin3 t, �� r – �
���� �����	����, t � [0; 2�).  
2���	�� ��������� ���
��� ����
��� �������	�� �������� 

� �����	�� ��� #������, ��������� �
����	�� 
�������.  
 

 
�
 ����	�� ���� �����
��	� ��
	�
��	
� 
������
 � ���, 

	
����		�� ��� 	
 ���
 
�������, ������� ������	� ��� ��	�� 
� ��� �� �
����� r ��������	�� �����	��� ��	�� �� ������	
� – 

����	��� ��
	�
��	�� ��������� PutPixel, �.�. � �����  

PutPixel(Round(2*r*x)),- Round(r*y),   11) � 
PutPixel(Round(r*x)),  - Round(2*r*y), 11). 
 
+�������� �
��� 
������� �
� ���
���� � �
� ��
������� 

����� �����	����. 

155. 
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155. ��������� (�� ���. ����
 kardia – "������"). @
��	��
� 
����
�, � ������� ������ ���! � ���� �
�
��, �� #���� �����
 	
 
�����
	�� �����
 ��� ���� �����
 – �����
 � �� 	
��
	��. >	
 
����� �	������� ��
����� ��������	��. ���� �������	� 	���-
����� �� 	��.    

 

1) E
������
 – ��� �	������� ��	��
	�� �����	���������, 
�����		�� �� ����� A �
		�� �����	���� 	
 ���������	�� �
-
�
���!	�� � 	��. 

2) E
������
 – ��� �	������� �����, ���������	�� �
		�� 
����� A �����	���� ��	������!	� ���������	�� �
�
���!	�� � 
���� �����	����. 

3) E
������
 – ��� ��
������� ����� ������	�� �����	����, 
������
���� ����	�� �����	��: �����	���! �
����� ��� ����!-
��	�� �� 	�������	�� �����	���� ��� �� �
����
 (�	�'�������: 
	
��
�����
� ����
� – �����	���!; ��. 153). 

4) E
������
 – ��� ��
������� ����� ������	�� �����	����, 
�
������� ��� ����!��	�� �� 	�������	�� �����	���� ����� 
��	!��� �
����
, �����
� �
�
���� ������	�� �����	���� ��-
	���� (���� �����	���� ����	��! ����
��, �� ��
������� ����� 
������ ��	���).  

5) E
������
 �
� "���
��
� �����	�����". >��
��!, ��
	�-
��		
� �
�������� – ��� ��W���	�	�� ���� �����	�����, ����-
��� ��	��� 	
 �
		�� �����	���� � ���������� ����� �
		�� 
����� ���� �����	����.   

6) E
������
 �
� ���
��
� �����. 2� #�������
		�� ����� 
�����	���� � ��������!	�� ����� �����	���� ���
�
�� ��� ����
 
� ���
�
���� �� �����	���� (��� �
��	�� �
��	 ��� ���
��	��). 
>��
��
� ���
��		�� ����� – �
������
. 

7) E
������
 – ���
	�	
� ����
�, ������X		
� ����
��. 
 
+���! �����	���! �
�����	
 	
 144 �
�	�� ���. +���	���-

���� ����� ����	��, ������ �����	���! ��
���. +�� ������ 
������ ��
����� 	����
 �� 1 �� 144. +�� ������ ������ 	����
��� 
����� �������
����: ����
 1 �����
�� 	���� 145, ����
 2 	���� 
146 � �.�. +������� �����, �����	����� ����� 1 � 2, � ����
��� 
�X � ����������� �� ���� �
�, ����� �	
 �����	��
 ��������
-
���!	� ����� 2 � 4, �
��� 3 � 6, 4 � 8, ... , 144 � 288. �
 ������	�� 
�
� ����
 ������
���� � �����. +���������� ���	��	�, � 	
 	
� 
����� ������		� ������	��
���� ��	��� �
�������.  
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                  Program _155_1_2; 
Uses  Crt,Graph; 
Const xO=320; yO=170; r=100; xA=320; yA=yO-r;    {������} 
 
Procedure Init; 
var Gd,Gm: Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,''); 
  SetColor(2); Circle(xO,yO,r); 
  FillEllipse(xO,yO,2,2); FillEllipse(xA,yA,2,2); 
  OutTextXY(10,10,'Press Enter'); ReadLn 
end; {Init} 
 
Procedure Homothetos (step: Real); 
const done: Boolean = false; 
var i,k,xB,yB,xM,yM: Extended;  x,y: Integer; 
begin 
  i:=-pi/2; 
  Repeat 
    i:=i+step; 
    xB:=xO+r*cos(i); yB:=yO+r*sin(i); 
    {B - ��	���" ���	� �	
������} 
    PutPixel(Round(xB),Round(yB),10); 
    if Abs(xB-xO)>step then k:=(yB-yO)/(xB-xO); 
    xM:=(yB-yA+k*xA+xB/k)/(k+1/k);  
    yM:=k*(xM-xA)+yA; 
    x:=Round(xM); y:=Round(yM); 
    PutPixel(x,y,14);               { ������� �.�.�. I  } 
    PutPixel(2*x-xA,2*y-yA,14);     { ������� �.�.�. II } 
    {������
���" 	���������, ��
�����	��"
�� 
     � �����
����� ����	 � �
���� ���
����"         } 
    if (i>1) and Not(done) then 
    begin 
      SetColor(7); 
      Line(Round(xB),Round(yB),xO,yO);           {
����} 
      Line(8*Round(xB)-7*x,8*Round(yB)-7*y, 
           6*x-5*Round(xB),6*y-5*Round(yB));{	��������"} 
      Line(xA,yA,2*x-xA,2*y-yA);   {��
�����	��"
� 	 �e�} 
      SetFillStyle(1,14); 
      FillEllipse(2*x-xA,2*y-yA,3,3);{�����
����" ���	�} 
      FillEllipse(x,y,3,3);          {�������� ��
����.} 
      Sound(500); Delay(65000); NoSound; 
      ReadLn; done:=true 
    end; 
  Until i>1.5*pi; 
  ReadLn; CloseGraph 
end; {Homothetos} 
 
BEGIN  Init; Homothetos(0.00002)  END. 
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+���
��
 Program _155_1_2 ������ ��� �
������� �
� 
�	������
 �����, �����!��� ��������	�� 1 � 2. E����� ������	� 
��
���
���� ��������	��� c ���##����	��� 2 (����
 	
 ���.). 
?���	�� ������� (i>1) and Not(done) � ���
	�� ������	�� 

�
	������ �
����� �����	�	�� ����� ���
	�, ����	���������� 
������� ������	�� �
�
���!	��, �����	��������� � ���������-
	�� ����� � �������� �������	�� ������.  

 
"+�	���� �
�
���!	�� – ��	� �� �
�	����� � �
���
�������� 
	
����. 

2����	�� ������, �
�
���!	�� � ������ ��	���, �� �	��� ���������� ���� 
�
������ �
���
����. $ XVII ���� #�
	������� ���	�� L. B��
�� � +. '���
 
��������
�� �
�
���!	�� � ����
��� � ��������… L. B��
�� 	
 �
�
�� �������-
	�� �
�
���!	�� � ������ ���
�
���
� ���� 
	
���������� ����� � ��������. 
+������
� �� ��������
	��, H.$. m���	�� ��	������		� � 2. �!���	�� ���-
��� � �������� ��##���	��
�!	�� �������	��, ���������� ���������� � �
�-
����� �
���
����" [33]. 
 
                   Program _155_3; 
Uses  Crt, Graph; 
Const r=70; x0=320; y0=240;      {�����" �	
������} 
 
Procedure Init; 
var Gd,Gm:Integer; 
begin 
  Gd:=Vga; Gm:=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm,'d:\tp\bgi'); 
  SetBkColor(2);  Circle(x0,y0,r); Circle(x0,y0,1); 
  OutTextXY(10,10,'Press Enter');  ReadLn 
end; 
 
Procedure Trajectory (t:Word); 
const k=2;                           {��" 	�
������ k=2} 
      degree=pi/720;        {��� - 1/4 �������� �
����} 
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var   i,j,q,x,y: Integer; 
      alpha    : Double; 
      A,B      : Array [1..1440] of Integer; 
begin 
  for i:=1 to 1440 do 
  begin 
    {����������" �	
������} 
    SetColor(14); Circle(x0,y0,r); 
    {	��"��"" �	
������} 
    alpha:=i*degree; 
    x:=Round(x0+2*r*cos(alpha));            {����� �} 
    y:=Round(y0-2*r*sin(alpha));       {�
������ ����
�} 
    Circle(x,y,r); 
    {����������� 	��
�����} 
    A[i]:=Round(x+r*cos(k*alpha)); 
    B[i]:=Round(y-r*sin(k*alpha)); 
    {����
������ ��	�
������� ���	� � 
�����} 
    if i<800 then q:=1 else q:=600; 
    for j:=q to i do PutPixel(A[j],B[j],15); 
    Line(x,y,A[i],B[i]); 
    Delay(t); 
    {��
����} 
    SetColor(2);  
    Circle(x,y,r);  
    Line(x,y,A[i],B[i]) 
  end; {for} 
 

  SetColor(10); Circle(x0+2*r,y,r); 
  for i:=1 to 1440 do PutPixel(A[i],B[i],10); 
  ReadLn; CloseGraph 
end; {Trajectory} 
 
BEGIN 
  Init;  
  Trajectory(1000) 
END. 

 
E
���
��� �����	���! ����
�� ��������� 	
 ���
	 ����� 

������, ������� �� ������	
�� �
����	
���� � �
����
� A � B 
��� �����
 	
 ���
	 � �����  for j:=q to i do … , 
 �
��� ����� 
������
 ��	��	�� ����
 (��. ���. ���
�
 ������). 

2����	��� ����
��� 	�����!�� �
�, ����
�
� �
����	�� �	
-
��	�� ���##����	�� k � ��������� Trajectory (k = 1, 2, 3, 4,…). 
+�� k = 1 ������� �����	���!. %�������!, ��� �� �	
��	�� ��� 
�
������� ����	� �
�	��!�� 2. +�� k = 3 ������� ������, 
�����
��		�� ����
 	
 	��	�� ����	��. B��
��� �	������! 3 
����� �
������ � #�����
� ��� �������	�� A[i] � B[i], ������� 
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������ +
��
��, �
��	�� ����
�� ������� �������� �
������
 
(���
�
 	
 ����	��). 

 

G�� 	
 ���� ����	�
� 	��� �����
��	� �
�������, �������	-
	�� � �����!���
	��� ��������	�� 5 � 7. +�������� ��� � ����� 
�
������� (��. ��������	�� 4 � 6) �
���������!	�. 

 
 

 
L
�������		�� ������ ����� ����
���	� ����	�� ��
�	�	�� � 

���
������ ������	
�
�, �� �������� �����������		� ��
	���	-
��	�	�� ������ � ������� 6-� � 4-� ��������.  

��������:    r cos x (x + )2( yry � /r) = r – y;   
��������:    x 2/3 + y 2/3 =  (4 r) 2/3;  
���������:  (x2 + y2) (x2 + y2 – 2rx) – r2y2  = 0  (r > 0). 
 

+�������� ������ � ���
������ ������	
�
�, �����!���, 	
�-
�����, ����
��� Advanced Grapher.   
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8����� ��� "���"!��!������� ��#���� $ ����� 9 
 

1. �
����� ������	
�� � �����
���� ��	�� �
�� �
		�� �����-
�!	��
, ��������!	��
, ��������!	�� ����������!	��
. 
 

2. �
����� ������	
�� � �����
���� ��	�� ����
		�� � �
		�� 
������!	�� �����	����, ����
		�� �����	���! � �� �
�����. 
 

3. +�������� .�.�. ������	 ��������, 
������� ��	��� ������� 
	
������� �����������		� � �����
� �� 40 �� 140 � �� 500 �� 600. 
 

4. +�������� .�.�. ������	 ��������, ������	
�� ��	��� ������� 
	
������� �����������		� � ��������!	��
� 120 x 90, �
�����-
��		�� � ������������	�� ��
� �������. 
 

5. +�������� ������, �������� � �
�
���� �
� �	������
 �����, 
�����!��� ��
	����
	�� ���
		�� ���
��� (��. 9.1) � ��������	��: 

) ������ – �	������� ����� ���������, ����
 �
�����	�� �
���� 
�� ������� �� ���� #�������
		�� ����� (#������) ��	
 � �
 ��; 
�) �������
 – �	������� ����� ���������, �
�	���! �
�����	�� 
�
���� �� ������� �� ���� #�������
		�� ����� (#������) ��	
 � 
�
 ��; �) �
�
���
 – �	������� ����� ���������, ���	
���� 
��
��		�� �� ����� (#����
) � �� 	� ���������� ����� 	�� ������ 
(����������).   
 

6. +�������� ���
���� ��������
 ������, �����
���� �� 
������ ������	
�	�� ��
 ������!	�� ������		�� ����
�� 
(�
��! �	
�����). 
 

7. +�������� �
�������, �����!��� �� �
�
����������� �
�
	��:     
x = r cos t (1 + cos t), y = r sin t (1 + cos t), �� r – �
���� �����-
	����, t � [0; 2�) – �
�
����.  
 

8. +�������� �
�������, �����!��� ��������	��: ���� �����	� 
OP � OQ (OP = 2OQ) ��
�
���� ����� ����� O � ������� 
���������� b � 2b, �� ��
������� ��������� �����	� M �
�
�-
�����
��
 OPMQ – �
������
. 
 

9. +�������� ������ ?�����	
 �
		�� ������!	��
 (��. 17.3). 
 

10.  E. '�����
� ����	��, ��� �����	���! 9 ����� ����� ��� ����-
�� �����, ���	� ����
		�� � ��������� ����� �
		�� ������!-
	��
. K�� ����� �� �
�
	�� � �����!�� �����	������. >�	
 �� 
���� �����	����� – ����
		
�, ���
�!	�� ��� – �	�����
		��. 
J���� �
�
	�� ���� �����	����� � �����	���!� 9 ����� 	
��-
�
���� ����
�� '�����
�
. +�������� ��� 13 ����� �����	����. 



     
 

 
 

*��
��� ������# 
 

2
    

2
        2 22 babaab

ba
ab �

�
�

��
�

. 

 
K�� 	��
��	���
 ������
�� ������	�� � �
���
���� ����	�� 

������	�: "������ ���������"$��, "������ �����!����"$��, "���-
��� ���(��!���"$�� � "������ $�����!����� (�
��	���� ����� 
����� ���! ���  a = b,  a > 0,  b > 0).  

B�� �� ������������� ���
�
���!��� �������� �
����	�� ��	-
#���
���. 2����!��� ���, �������		�� 	���, ���
���� ��� 	��
-
��	���
. 

 
���(�G�� � ���
��� ������#  

 
 

(/ 2339, / 2305).  ABCD – ��
�����,  CD = a,  AB = b.    

H1H2 = 
ba

ab
�

2  –  �������� ����� ����� ��������	�� ��
�	
���;  

G1G2  = ab    –  ����� ��
����� 	
 ��� �����	��;  

A1A2    = 
2

ba �  –  ����	�� ��	��;  

Q1Q2  = 
2

22 ba �  –  ����� ��
����� 	
 ��� �
�	��������.  

 

A B

C D a 

b  

H   1

A   1

G   1

Q    1

H   2

A   2

G   2

Q2
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H�@�%�@'����� � ���
��� ������# 
 

B
	
 ���������	���! � ��	���� A � �
������ AQ. 
D – ��������!	
� ����
 	
 ��������	�� ��
����
 BC,  
DG – �
�
���!	
� � ���������	����,  
AQ � BC,  GH � BC.  
CD = a, BD = b. 
 

 

DH = 
ba

ab
�

2          –  c���	�� 
���	�������, 

DG = ab           –   c���	�� �������������,  

DA  = 
2

ba �          –  c���	�� 
��#����������, 

DQ = 
2

22 ba �   –  c���	�� ��
��
���	��. 

A B C H D

Q 
G

a 

b  



                                                     I%�J���� ��%����#? 
                                                     (��������#? ������� 

 
 
 
 
   

A � a (A @ a)         –  ����
 A ���	
������ (	� ���	
������) 
    ������ a; 

AH � CD  –  ������ (����, �������) AH � CD ��
��	�  
    �����	�������	�; 

AH Y CD –  ������ (����, �������) AH � CD  
    �
�
����!	�; 

B1 � B2 (B1 * B2) –  ��������	�� (��W���	�	��) #��� B1 � B2; 
B1 A B2 (B1 C B2) –  #���
 B1 �������� (	� ��������)  

    ����	�������� #���� B2; 
a, b, c –  c����	� BC, AC, AB ������!	��
 ABC; 
ha –  �����
, �������		
� � �����	� a; 
ma –  ����
	
, �������		
� � �����	� a; 
la –  ����������
, �������		
� � �����	� a; 
r –  �
���� ����
		�� �����	����  

    ������!	��
; 
R –  �
���� ����
		�� �����	���� 

    ������!	��
; 
SABC (SABCD) –  ����
�! ������!	��
 ABC 

    (����������!	��
 ABCD); 
U ABC = U MNK –  ������!	��� ABC � MNK �
�	�; 
U ABC ~ U MNK –  ������!	��� ABC � MNK �����	�; 
 A,  BAC –  ��� A, ��� BAC; 
>�� (O, r) –  �����	���! � ��	���� O � �
������ r; 
� –  c�����
	��; 
� –  �
�	����!	���!; 
AB  –  ������ AB; 
0  –  	������ ������; 

k
MH  –  �������� � ��	���� � ����� M �  

    ���##����	��� k; 
� –  ����� ������ ����	�� �
�
��. 

 



 
 
                                               �����������%�$ ������ 

 
 
 
 
 

)
��
���� – 	
��
 � �������
� ������������� #���. 

������
���� (c�
�
��
����) – �
���� ��������, � ������� ���-
�
���� #���� 	
 ��������� (� ������
	����). 

)
��
����
���� ����� – ����� �	������� �����.  

<���
���� – �����
���
�������� 	������������� ��	���� (��-
	�	��� � �����		�� ����: 	
���, ��
�, ��������� � ��.). 

8������
 
��
����
���
 	������ (�������� ��� ��������	��) – 
����
, ����
�, �
�����	��, ��������!. 

3������ – ��������	��, ���	��
���� ��� ���
�
���!���
. $ 
�-
����
� ���
��	� �������
 ��	��	�� ��	����.   

8	�
�
�
��� �
�����
�� ������
	�� 	���� ��	����, ����� �� � 
��� ������	�� (#������������ ��� ���� ��	����, ����� ��	��-
	��).  

?
��
�� – ��������	��, ����		���! ������� ���
���
����. 

.
��������$ �
��� – ��������� ������	�� �
��	����	����� �� 
	����!��� ����
 ��	��	�� ������	�� (��������	��, 
�����). 

����������$ �
��� – ���
	����	�� ����� �
��	����	����� 	
 
��	��� �
��	�� ������������ 	
�����	��. 

<
����
���
 ���$���� ���� – �������
 #���, ������� ����
	� � 
������	����. 

3������
 ���$���� ���� – �������
 #���, ����
	������� ��� 
�
�
����!	�� ����������
	�� 	
 ��������!. 

*�����
����
 ����� – #����, ������� �
�	�� ����
��.  

*�����������
���
 ����� – #����, �
���� �� ������� ���	� 
�
����! 	
 �
���, �����������		� �
�	�� �
���� ����� #����.  
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���	
���
����
���
 ����� – #����, ������� ����� �
�	�� ��-
�������. 

(�	����$ �������!��� – �	�����!	��, ���
��� � ��	�� ����-
��������� ��	������!	� ����� ������, ������
��� �� �����	�. 

�
����� – �������!	��.   

)
����� – ��������!	��.  

?�������'�� ����� – �
����	�� #���� 	
 �����!	�� �
��� – 
�
	� (���������).  

��������� ���$�� – �����
 	
���
�!	�� �����, ������������-
�
� ��
�	�	��  � 

2 + b 

2  = � 

2.  

@�	
����$ ��
���!��� – ������!	�� �� �����	
�� 3, 4 � 5. 

8�����
���!��� – ������!	��, �����	
�� ������� ����
� ��-
	��
	�� ����� �
		�� ������!	��
.  

�
�
�����$ 	
�	
�������� – ����
�, ��������
� ����� ������	� 
������
 �����	�������	� � 	���. 

�
�
�����$ ��
���!��� – ������!	��, �����	
�� ������� ���-
�
� ������	� �����	 �
		�� ������!	��
. 

������
����
 	����
 – ������, ������� ����� �����. 

������
����
 ����� – �����, ���	
����
��� ��	�� ������. 

3���	��� – ��
����
�!	� ������������	�� ����� �����	����.  

��'
���  –  ��	�� ����
		�� �����	����. 

8���'
��� – ����
 ��������	�� ����� ������!	��
.  

�
������ – ����
 ��������	�� ����
	 ������!	��
. 

1
����� – �������, �����	����� �����	� ������!	��
 � 	���-
����� ������ 	
 ������������	�� �����	� ��� 	
 �X ������-
��	�� (����
	
  –  �
��	�� ����
� ����
	�). 

��
���$ 	��	��'�����!��$ ���
��� (����	�� �������������) 
����� ����� ������ ������
�� – ��� �������, ��
��
� ���	� 
������� �
��	  ���������	�� ���	 ���� ����� ��������. 
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������
 �
�
��
 ���
��� – ����	�� ������
 	
 ��� 	��
�	�� �
��� 
�
���, ��� ���!�
� �
��! �
� ��	������ � ������, �
� ��	!�
� – 
� ���!���. 

������ j$�
�� – ����
�, 	
 ������� ���
� ��	�� ����
		�� �����-
	����, ������	�� � ��	����� ��	�� � ��� �� ������!	��
. 

������ ���	���� – ����
�, 	
 ������� ���
� ��	��
	�� �����	-
���������, �����		�� �� ����� ����
		�� �����	���� 	
 ���-
��	� ������!	��
 ��� �� ��������	��.  

9���� (	
 ������, 	
 ��������� ��� � ������
	����) – ������
 ���-
������		�� ��������, ����� ������� ��	��	
�	� ���
�
���� 
���
�!	�� �������. 

?���
������ ��� – ���, ��������� �� �����	� ��
 � ������� 
�� � ��	���	�� 1 : 2 (��� ����������� ��
 ����� �� 	
 ��� 
�
�	�� �
���).   

�������
���
 ������ ��
������ – ��������� ��
, ��
��
���
 
���
, �����	�� ���
 (��� �	
��	���� �
�
�� 	
 �������	��, 
���
���� � B���	�� H�����). 2�����	�, ��� 	� ��	
 �� ���� 
�
�
� 	� �
������
 � �����!� ������� � ��	����. 



      
                                                    K���@# ��������� 

 
 
 

 A +  B +  C  = 180º – ����
 ����. 
a2 = b2 + c2 – 2bc cos A    – ������
 ����	����. 

C
c

B
b

A
a

sinsinsin
��       – ������
 ��	����. 

422

222 acb
am ���  – ���	
 ����
	�.  

ha = 
a
S2  = 

a
Abc sin�

– ���	
 ������. 

la = 11cbbc �  = 
cb

Abc

�

� 2/cos2
– ���	
 �����������. 

S  =  ½ aha =  ½ ab sin �  =  rp  = p (p - a) tg A/2 =  

= ))()((
4

cpbpapp
R

abc
����  – ����
�! 

p – a = 
2

acb ��
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

���@�����% 

p
Sr �     – �
���� ����
		�� �����	����, 

R = 
S

abc
4

 – �
���� ����
		�� �����	����. 

a, b, c, A, B, C – �����	� � ��� ������!	��
,   p – ������������,      
r, R – �
����� ����
		�� � ����
		�� �����	�����, S – ����
�!.  
 
 

� = 2�R = �D  –  ���	
 �����	����. 

S = �R2 = 
4

2D�
 –  ����
�! ���
. 

/�� RRl ��
180

 –  ���	
 ���. 

 
 
 

 
�%�@'����� � 

%�@� 

S = 
360

2��R           –  ����
�! ������
. 

R – �
����, D – ��
����, � – ������	
 ��� � �
���
�, / – ������	
 ��� 
� �
��
	
�, l – ���	
 ��� �����	����. 
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n
n )2(180 ���  – ������	
 �	����		�� ��
. 

n
Ran

�
�

180sin2  – ���	
 c����	� 

33 Ra � ,  24 Ra � , 5210
25 ��
Ra ,  

Ra �6 , 
2

15
10

�
� Ra . 

 
 

 
 

H������#� 
�����@�����%� 

S = arn
2

 – ����
�!. 

n – ����� c����	, a – ���	
 �����	�, r � R – �
����� ����
		�� � 
����
		�� �����	�����, S – ����
�!. 
 
 

 A +  B +  C +  D  = 360º – ����
 ����. 
S = ½ d1d2 sin �   (��������!	��),   

S = rp                         (����
		��), 

S= ))()()(( dpcpbpapp ����  (����
		��), 

ac + bd = d1d2                                    (����
		��), 

S = h
ba

2
�

 = �h  (h – �����
, c – ����	�� ��	��  

                                             ��
�����), 

S = ½ d1d2 = a2 sin �                  (����), 

S = ab                        (��������!	��),  

S = a2 =  ½ d2                                       (��
��
�), 

S = aha =  ab sin �   (�
�
������
��). 

 
 
 
 
 
 
M��#��?@�����%� 

2
2

2
1 dd �  = 2(a2 + b2) (�
�
������
��).   

a, b, c, d – ���	� �����	, p – ������������, S – ����
�!, d, d1, d2 – 
��
�	
��, r – �
���� ����
		�� �����	����, � – ������	
 ��
. 
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sin2 � + cos2 � = 1,                                   tg � � ctg � = 1 (� P 
2

~n
, n � Z), 

sin4 � + cos4 � = 1 – 2sin2 � cos2 �,         sin6 � + cos6 � = 1 – 3sin2 � cos2 �,        

1 + tg2 � =
�2cos

1
(� P n

~
��

2
, n � Z),   1 + ctg2 � =

�2sin
1

(� P �n, n � Z) 
 

sin (� & �)  = sin � cos � & cos � sin �,     sin (45� + x) = 
2

1
(cos x + sin x), 

cos (� & �) = cos � cos � D  sin � sin �, 

tg (� & �) = 
N tgO tg1

N tgO tg
�

&

D
 (� & �  P n

~
��

2
, n � Z),   (tg (

x
x

x
 tg1
 tg1

)
4
v

�

�
�� )) 

 

sin 2� = 2sin � cos �,   sin 3� = 3sin � – 4sin3 �.                  tg 2� = 
Otg1

2tgO
2�

. 

cos 2� = cos2 � – sin2 � = 1 – 2 sin2 � = 2 cos2 � – 1, cos 3� = 4cos3 � – 3cos � 
 

sin2

2
cosO1

2
O �
� ,        cos2

2
cosO1

2
O �
� ,        tg

cosO1
sinO

sinO
cosO1

2
O

�
�

�
�   

                                                                         (� P �n, � P � + 2�n, n � Z). 
 

sin � = 
2

Otg1
2

O2tg
2�

,    cos � = 
2

Otg1
2

Otg-1
2

2

�
,      tg � = 

2
Otg-1
2

O2tg
2

 

sin � + sin � = 2 sin
2

NO
cos

2
NO ��

,      sin � – sin � = 2 cos
2

NO
sin

2
NO ��

, 

cos � + cos � = 2 cos
2

NO
cos

2
NO ��

,     cos � – cos � = 2 sin
2

O-N
sin

2
NO �

 
 

 

sin � sin �  =  ½ (cos (� – �) – cos (� + �)) 
sin � cos �  =  ½ (cos (� – �) + cos (� + �)) 
sin � cos �  =  ½ (sin (� – �) + sin (� + �)) 

 

 



                                                          *(���% ��(��J������$ � 
                                                  ��%����
������$ ������@�# 
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